MOMENTOS DE FLEXION EN LAS VIGAS
SOBRE DOS APOYOS

-

POR MANUEL TRUCCO I FRANCISCO MARDONES

Los momentos de flexion que se desarrollan en las vigas de los puentes de ferroca-
rril son orijinados (aparte de los que provienen de la carga permanente), por la accion de
un tren mdvil de fuerzas aisladas.

Para determinar la cantidad de material de que deben ser constituidas las diversas
secciones de las cabezas de tales vigas, lo mas racional, por ser lo que mas se aproxima
a la realidad, es establecer los cdleulos de resistencia correspondientes, considerando ese
sistema de fuerzas mdviles colocado en las posiciones que orijinen los esfuerzos maximos
de flexion.

Pero los cdlculos a- que.da lugar la consideracion del tren real de fuerzas en sus
posiciones mas desfavorables, son laboriosos i complicados; i solo por simplificar tales
operaciones se ha imajinado sustituir el sistema efectivo de fuerzas aisladas por una
sobrecarga uniformemente repartida ¢equivalentey,

Cualesquiera que sean las hipdtesis que se adopten para fijar esa sobrecarga unifor-
memente repartida, la curva representativa de los momentos de flexion que ella orijina
no se confunde con el lugar de los momentos desarrollados por el sistema de fuerzas con-
centradas; i en consecuencia la sustitucion de dicho tren de fuerzas por una sobrecarga
uniformemente repartida conduce a una insuficiencia o a un exceso de metal en algunas
secciones,

Para poder determinar los esfuerzos efectivos, evitando asi los inconvenientes sefia-
lados, hai, pues, interés en simplificar los cdlculos a que da lugar la consideracion del
tren de fuerzas aisladas, que es lo que se ha hecho en otros paises para sus trenes tipos
respectivos. Asi, por ejemplo, para el tren tipo frances, existen cuadros numéricos caleu-
lados por el inspector jeneral Mr. E. Henry que facilitan notablemente las aplicaciones,
ique en la prictica resultan de uso mui sencillo.

Hemos creido Gtil aplicar al tren tipo chileno los mismos métodos de que Mr. Henry
se ha servido para formar los citados cuadros, tarea en la cual el sefior Trucco se habia
empefiado hace algun tiempo, 1 enyos resultados se publicardn en los ANALES,

Posteriormente, dado el probable incremento en el peso de los trenes efectivos, ha
surjido la necesidad de revisar el actual cuaderno de ¢cldusulas i condiciones jenerales
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para el cdleulo i construccion de puentes de ferrocarrily, (*) i se ha debido, naturalmente,
hacer el estudio de los trenes tipos de los diversos paises, i su comparacion con los trenes
efectivos correspondiente:.

Coadyuvando a este propdsito el sefior Mardones, ha aplicado un método diverso del
anterior para investigar el valor de los momentos de flexion méximos desarrollados en
las diversas secciones de un puente ferroviario bajo la accion de un tren dado de fuerzas;
método que se espondrd aplicindolo al tren mas desfavorable en actual circulacion en los
Ferrocarriles del Estado de Chile.

Uno i otro método tienen por base el siguiente:

TrOREMA. — En wna viga sobre dos apoyos, solicitada por un tren mévil de n
Sfuerzas aisladas, el momento mdaximo en una seccion cualquiera se desurrolla cwando
geiertay fuerza estd o plomo de la seccion.

Supongamos el sistema en una posicion cualquiera, tal como en la figura 1,1 sean

R. =

2T
Y I I VAR S

C, Ia seccion considerada.
P', las fuerzas a la izquierda de C.
P, las fuerzas a la derecha de C.
', las distancias de las fuerzas 7 al apoyo A de la izquierda.
d", las distancias de lus fuerzas P al apoyo A de la izquierda.
R, la resultante del sistema, = 2P,
d', la distancia de R al apoyo .
R'i R”, las reacciones en 1 i B,
Considerando el trozo de la 1zquierda AC, tenemos, para esa primera posicion:
M, = Ra=2P (a=d)=Ra=a T P'+ZPd
La reaccion R’ tiene por valor:
; R(-=¢
g Bd=4)
|
En consecuencia:

LSS § O

M,=Ra—aXP —

(*) Por iniciativa del seiior Director Jeneral de Obras Piblicas don Cérlos Koning, se ha consti-
tuido una comision, que él mismo preside, i de la cual forman parte los injenieros de aquella oficina,
sefiores José Echeverria i Victor Leon, i los injenieros senores Estanislao Pardo D. i Francisco Mar-
dones, de la seccion de Puentes del Departamento de la Via i Edificios de los Ferrocurriles del Estado,
con el objeto de estudiar un nuevo cuaderno de «Cliusulas i condiciones para el cdleulo i construccion
de puentes de ferrocarril.»
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Si ahora hacemos avanzar el tren hdcia el apoyo A en una cantidad q, las distan-
cias d' i 5" disminuirdn en esa cantidad ¢, i el momento de flexion en C tomard el valor:

M’ = Ra—a¥ p-_,B*},ﬁ'FQ+: P ()
0 sea

M7, = M. ; J‘—-’i_q:}"

(PR l

Ln variacion esperimentada por el momento de flexionen C, a consecuencia del des-
plazamiento del tren, es pues:

AM= ‘IL(RA—-I 2P

Considerando, como lo hemos hecho, el trozo de la izquierda A(), los momentos son
positivos; luego, para que la traslacion del sistema produzea un aumento en el valor de
los momentos, es necesario que el valor de A M sea positivo: es decir, debe tenerse:

TSP (1

En otros términos; miéntras subsista la condicion (1) es posible aumentar el valor
del momento en la seccion considerada haciendo avanzar el tren hicia la izquierda: el mo-
mento mdarima en una secciton G corvesponde, pues, a lo mas avonzada posicion del
sistema hdeia el apoyo A, compatible con la condicion (1),

De lo anterior se deduce inmediatamente que la posicion del sistewma que produce
el momento mdrimo en una seceion C, se obtiene colocando « plowo de dicha seccion
cierta fuerza P, tal, que la swma de lus fuerzas que queden « su izquierda realice
la condicion (1) 1, que si se hace pusar tamihion oo o izquierde de O, se verifique

EP P> S 3P 2
Ohservaciones: 1. -Si se obtuviera:

=t i -

ZP + 1)." = ’i 2.1'

el ineremento AM seria nulo; lo que indicaria que hai dos fuerzas vecinas que desarro-
llan en C el mismo momento maximo.

II.— Las consideraciones espuestas son aplicables a un sistema determinado de fuer-
zas. Cuando, como es el caso en los puentes de fervocarril, el sistema es ilimitado i las
fuerzas que lo componen tiencn valores i distribuciones variadas, los momentos maximos
para el sistema compuesto de un cierto nlimero de esas fuerzas, pueden mui bien ser in-
feriores a los que se obtendrian cuando se modificara el sistema haciendo entrar nuevas
fuerzas por la derecha, o salir otras por la izquierda, o dimbas cosas a ln vez,

ManNvEL Trucco Francisco MARDONES
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TREN EFECTIVO

Como lo hemos espresado anteriormente, el presente trabajo ha tenido como orfjen
la necesidad de estudiar el tren mas desfavorable en actual circulacion en los Ferrocarri-
les del Estado i compararlo, bajo el punto de vista del cileulo de los puentes, con el tren
tipo en vijencia. ; .

Aquel mismo tren serd, sin duda, el que deberd tomarse como tren de prueba en la
recepcion de los puentes, i los cuadros que daremos podrdn utilizarse, ademas, al hacer
la comparacion entre los resultados que proporcione la verificacion esperimental i los que
indique el cdleulo.

El tren mas desfavorable que puede componerse con el material rodante en actual
circulacion en los F'F. CC. del Estado, se forma: con dos locomotoras Baldwin con cua-
tro ejes acoplados del tipo ¢Consolidaday, que llevan los nlimeros 277 a 282, i una serie
de carros cajon, de acero, del tipo Belga.

Estd demas esplicar que si no hemos recurrido a la formacion de euadros andlogos
a los que Mr. Henry ha confeccionado para el tren tipo frances i a los cuales nos hemos
referido, estimandolos de uso mui espedito, ha sido porque dichos cuadros no son direce-
tamente utilizables para investigar el valor del momento mdaximum maximdrum, que es
el que particularmente nos ha interesado en la investigacion en que, como miembro de
la referida comision, hemos estado empefado.

Por otra parte, debiendo hacerse la investigacion para un cierto nimero de trenes,
de diversos paises, nos ha interesado la aplicacion de un método que reduzea al minimun
posible el trabajo i el tiempo empleado en ejecutarlo. I es esta consideracion, especial-
mente, la que nos ha conducido a hacer abstraccion de los diversos procedimientos en uso,
tanto analiticos como gréficos, i a emplear el que pasamos a esponer.

Momento mdwimo en una seccion cualquiera
Sean:

G, la seccion considera;

d, la distancia del primer eje al apoyo de la izquierda.

P’, las fuerzas a la izquierda de C.

P las fuerzas a la derecha de C.

Ogy Ogeeereeen. On,las distancias de los ejes sucesivos al eje P,

ZP, 1a suma de las fuerzas sobre la viga.

2P, 1a suma de las fuerzas a la izquierda de C.

ZPA, 1a suma de los momentos de las fuerzas sobre la viga con respecto a P,.

ZP'A’, 1a suma de los momentos de las fuerzas situadas a la izquierda de ¢ con respecto P

El momento de flexion en C tiene por valor:

M, =Ra=Z2P' («—a—14)
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El valor de la reaccion R’ es:

Rl = EP (I g 5)
. ]
En consecuencia:

5
M, =azP— (420 _ 0208, 5p i SP4IPA

0 sea:

>
M, =aZP+EP'A'— I:(ﬂ—a)zl"+am] (3)

Hemos visto anteriormente que para tener el momento méximo en una seccion dada,
para un sistema determinado de fuerzas, es necesario colocar a plomo de dicha seccion
cierta fuerza P, tal, que se verifiquen simultdneamente las condiciones:

TP T EP (1)
3P’ + P> ZP. (2)

Ahora bien, como el tren de fuerzas es ilimitado, habrd, por lo jeneral, varios ejes
que satisfagan las condiciones (1)1 (2), i serd necesario determinar: 1.° cudles son estos
ejes, i 2. cudl de estos es el que colocado a plomo de la seccion desarrolla el momento de
flexion mdximo.

Para conseguir este objeto hemos dispuesto el cuadro A de la ldmina 1,

Este cuadro contiene (**):

1.° La distribucion de los ejes 1 sus pesos respectivos para el tren considerado.

2.° Veinte columnas horizontales que corresponden a la colocacion de los veinte pri-
meros ejes a plomo de las seeciones que se consideren. En cada columna horizontal se ha
inscrito lns abeisas de los ejes de la derecha i de la izquierda referidas al eje de que se
trata, i la suma de las cargas correspondientes, incluyendo el eje considerado en las car-
gas de la derecha.

Para la mayor facilidad de comprension, indicaremos con un ejemplo numérico el
modo de utilizar este cuadro.

Sea una viga de 45 m. de luz i supongamos que se trata de determinar el momento
de flexion mdximo en la seccion de abeisa 9 m.

Tendremos:
a 1
a=9, b=36,—+=—+
17 5
Con estas cifras entramos al caadro A i alli averignamos, colocando los ejes sucesi-
vos a plomo de la seccion considerada, que de los diversos sistemas posibles sobre la viga,

los nicos que satisfacen las condiciones (1)1 (2) son los que se indican en el cuadro B.
(?9) Este cuadro es andlogo a los que ha construido von Leber para la determinacion de los mo

mentos al § i al § de un tramo; i que poeden consultarse en el Bulletin du Congrés des”chemins de fer.
—Vol. XIV,
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Cuapro B

= = i = —

PP P, A i ; £r EPUP. 2P a M,

[ | |

!| t \
L1 418 33330 260 47070 | 221300 387 94003332
I 55— 8—22 39300 43966 | 52180 | 219830 1,43 | R9DTHH,2K
I | 6— 9 23 38640 43504 | 45090 | 217770 24K R69324.16
IV 1610 24 45090 | 4DRIS | HR630 | 220000 0,14 RORRHD, 28
Vo o13—16—29 30300 | 40072 0 52180 200360 1.43 13056504
VI 141730 38640 | 39648 DOO40 | 198240 266 T16461.36
VIL 17--20-33 34200 | 38760 49600 | 193800 042 L GTR3T6.40

| 1

Observando que TP =3P +2P" i que l—a=0D, las condidiones (1)1 (2) se tras-
forman en estas otras:

i

IP> SEPSER + P, (4)
El cuadro A permite utilizar la condicion (4) en lugar de las (1) o (2), entrando con
los valores:

Resta solo calcular el valor del momento a plomo de la seccion considerada para
cada uno de estos sistemas El mayor de los valores que resulten serd el del momento de
flexion mdximo que puede desarrollarse a plomo de dicha seccion. Como estos cdlculos
deben efectuarse repetidas veces para las varias secciones elejidas de antemano sobre la
viga. conviene pensar en simplificarlos en cuanto sea posible.

Persiguiendo este propésito hemos escrito la ecuacion de momentos en la forma (3)
1 hemos caleulado el cuadro € en el cual se encuentran los valeres de:

P, fuerzas sucesivas del tren.

X P, la suma de estas fuerzas.

d, distancias entre ellas.

4, distancias acumuladas con respecto al eje #,.

P 3, el momento de cada fuerza con respecto al punto de .1pltcuc10n de P,.

ZPA, suma de los momentos anteriores.

D, distancia a P, de la linea de accion de la resultante del sistema.

Este cuadro queda directamente aplicable para el caso en que el primer eje del sis-
tema sobre Ia viga sea P,. Fn el caso contrario, se tendrd cuidado, al aplicar la férmu-
la (3) de tomar como valor de « la distancia del primer eje sobre la viga al apoyo de la
izquierda, i de introducir los valores efectivos de X P, EP’, EPA i TP'A’

Asi, si el sistema sobre la viga es; Pn '—Pn —P, construiremos la férmula (3) con
los signientes valores;
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«, distancia de P, " al apoyo de la izquierda=(a —d,, =4,

S P=3P_3p
1 1

S P=3P_3p

1 1

S P A=3PA—3PA —§SP
1 1 '

nn

3P A=3P-3PA—§ZP
1 1 n' n'
Si, por otra parte, observamos que:
YPA=DIEP i SP'N=D2P
podemos escridir la ecuacion (3) en esta otra forma:

n
M="l-u A=) S Pl — 1 E

Como para los sistemas que empiezan por P, el cuadro C da los valoresde D 1 I’

se vé que para dichos sistemas los cdlculos son mas sencillos si se aplica la férmula (3)
en esta nueva férmula .

MOMENTO DE FLEXION MAXIMUM MAXIMORUM
Establezeamos ante todo, el siguiente:

TEOREMA. —En una viga sobre dos apoyos solicitadu por un tren mdvil den
Suerzas aisladus, el momento wmivimum mazimorwm se desarrolla « plomo de
geiertay fuerza cuwndo el sistenvs estd colocado de tal manera que el punto medio de

l

o viga dimidia el espacio que lu separa de lu linea de accion de la resultante.

El momento en el punto de aplicacion de una fuerza P, de abcisa x es: (Fig. 2)

R *:i%

A I B
| "
< L i
R B A
. U PURI I S
V) WEDURRIE SIS S : A

e E*’+Ef”'-‘-'—[(zc-m) EP’+X_Z_E’A_+1.G_EE]

(4)
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Si llamamos k la distancia del centro de gravedad del sistema a la fuerza P, que
se considera y la diferencia (x —«a) que es constante para cada fuerza; i si observa-
mos que:

_EPA4a ZP_ o, xk

1 =P

podremos escribir:

M’ =KEP+ZP'A’—-]: -yEP’.}- X _{,S,:.iflflg—l

El valor de x que hace mdxima esta espresion, resulta de escribir:

dM_gp_ :IPEKIP
dx |
de donde:
1 , K
x=pE (®)

Ahora bien, en un punto situado a una distancia /3, a la izquierda del eje conside -
rado, el valor del momento es:

M = (x—B)SP + El”A'wLQx o g s GPE R (x-ﬁ)--g—liﬁ"ﬁ’l'—‘@—P—J

0 sea:
M”=M"+BL TP (¥ 1!_,§1ié,t512&‘;]

| !
Observando que:

v p_ =P +l*-‘§~' P _w- ]%t,kzl *)

pademos eseribir que la variacion esperimentada por el valor del momento es:
. 1Ek
;\M-:HL 2t S zP
2

Considerando, como lo hemos hecho, el trozo de la izquierda, los momentos son po -
sitivos; luego para que el momento M’ sea mayor que M es necesario que A M sea ne-
gativo, es decir que:

b P'<'f—lkz P , 6)

De la misma manera, en un punto situado a una distancia 8 a la derecha de P»
el momento es:

(*) Kl doble signo de k proviene de la ¢slocacion de la resultants con respecto al punto medio de
la viga: (+) si estd a la izguierda i (—) si estd a la derecha.

16 MARZO
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M =M + ,3[1%2 P-(ZP+P.) }

I para que M’ sea mayor que M es necesario que

} =k l
P P P (%)

En consecuencia, el momento maximum maximorum puwra un sistema dado de
fuerzas se obtiene a plomo de aquella o de una de aquellas fuerzas que colocada en la
posicion que define la relacion (5), satisface simultineamente las condiciones (6) 1 (7.

Observaciones. — I. Como se ha dicho dntes, las consideraciones espuestas son aplica-
bles a un sistema determinado de fuerzas. Cuando, como es el caso en los puentes ferro-
viarios, el sistema es ilimitado i las fuerzas tienen valores i distribuciones variadas, el
momento maximum maximorum de que es capaz un sistema compuesto de un cierto
nimero de fuerzas, puede mui bien ser inferior al que se obtendria cuando se modificara
el sisteria haciendo entrar nuevas fuerzas por la derecha o salir otras por lu izquierda, o
ambas cosas a la vez.

1I.—Puede suceder que un sistema dado no pueda colocarse sobre la viga en la po-
sicion que indica la relacion (5) con respecto al eje que satisface las condiciones (6)
i (7); sea: @) porque al darle esta posicion entren fuerzas por la derecha o salgan otras
por I iz juierda; sea: b) porque salgan fuerzas por la derecha o entren por la izquierda.
En tal caso el sistema en referencia no desarrolla sobre ln viga el momento méximo de
qne es capaz; pero podria suceder que a plomo de otra de sus fuerzas desarrollara un mo-
mento superior al que proporcionan los demas sistemas posibles sobre la viga. Deberd
enténces considerarse dicho sistema en la posicion que define la relacion (5) con respecto
a la fuerza que precede a ln que satisface las condiciones (61 (7), en el caso «), 0 con
respecto a la que le sigue, en el caso b).

Es claro que si para esta segunda posicion el sistema no se conserva sobre la viga,
es porque estd mal elejido: no es un sistema posible.

Se deduce de lo que hemos espuesto que cada sistema posible dentro de la viga
desarrolla a plomo de una de sus fuerzas nn momento de flexion maximo: i el mayor de
todos estos serd el mAximum maximorum que se busca.

Para fijar los sistemas posibles sobre la viga podriamos utilizar el cuadro C; pero
simplificamos muchisimo la investigacion si nos auxiliamos de un cuadro esquemdtico
como el que se ve en la limina I, ficil de comprender a la simple inspeccion,

Para fijar bien las ideas, esplicaremos la manera de usarlo, con un ejemplo nu-
mérico,

Tomemos una viga de 25 m. de luz

Sobre una regla de lonjitud minima de 25 m a la escala del esquema, mareamos los
puntos estremos i el punto central, e iremos colocdndola para cada uno de los sistemas
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que pueden estar sobre la viga en la posicion que resulta de la relacion (5) con respecto
a aquellas fuerzas para las cuales sea posible sin que el sistema sobre la viga cambie.

Con los datos asi obtenidos llenamos la columna (1) del cuadro D que completamos
con los datos correspondientes, proporcionados por el cuadro (7 Calen'ando la columna (5)
encontraremos cuales son los sistemas i los ejes que pueden dar el momento maximum
maximorum. I no resta mas aue calcular la columna 9, construyendo la férmula (3)
para dichos diversos sistemas, sin olvidar las consideraciones espuestas al tratar del mo-
mento maximo en una seccion cualquiera.

Encontramos en el ejemplo propuesto, que el momento méximum maximérum lo
desarrolla el eje mimero 11 estando ¢l sistema 6 a 16 sobre la viga.

Cuapro D

Py-P,-P, .SP  EP |SEZPISP4P. x | M,

1) | 12 ‘ 7] 14 Y 6 (7 (%) 9

I 01— 612 146320, 60610 TOR30.6) 73490 12,102 1,372 45827963

2 T13) 1534100 670400 74689.2) 799200 12,172 2,062 45468188
DRLI0 19920 T9965.8 92800 13032 1,202 450252,30
H2TH0,  TI260, 822834 8DTI0 13467 0,027 432475,92
ATRIOL 45090 64645,6  DRG3O 11,726 2,866 —— — -
37390‘ bsr;z;(.:i BRT19.6)  T2170 12456/ 2,126 48848927
| ! |

1
; 1
Voo6-10—16] 1
VI 6-11—16] 1

Procediendo de esta misma manera se ha calculado el valor del momento maximum
maximorum que desarrolla el tren efectivo a que nos hemos venido refiriendo en vigas
de luces variables de 5 en 5 metros hasta 40 m., i de 10 en 10 m. hasta 10 m.

-Los resultados obtenidos de este estudio forman parte de los antecedentes que ser-
virdn de base al nuevo cuaderno de cldusulas i condiciones jenerales pur'a el cileulo i la
construccion de los puentes de ferrocarril, antecedentes que se dardn a la publicidad en
época oportuna.

Francisco MARDONES

f Contvnwwrd )
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LAMINA 1
CUADRO ESQUE MATICO






