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INTRODUCCION

De todas las grandes empresas por medio de las cuales se manifiesta la ace
tividad fecunda del eapiritu humano, ninguna demuesira tal vez mejor que la
Carta Fotogrdfica del Cielo el admirable poder de solidaridad internacional que la
Oidencia estimula y desarrolla.

Cuando el ilustre Arago anuncié a la Academia de Ciencias de Paris, en una
sesion memorable, el gran deseubrimiento de Niepce y de Daguerre, indicé inme-
diatamente algunas de las aplicaciones pricticas que podria tener en la Astrono-
mia; pero jamaa pudo imaginar, a pesar de lo atrevido que fué en sus previsiones,
que ge emprenderia en pocos afios més la carta completa de la béveda celeste, en
la cual estuvieran dibujados no solamente los 5 XX o 6 (XK astros gquese ven ala
simple vista, sino también esos millones de estrellas, hasta las de mas infima mag-
nitud, que se ven unicamente con Jos mas poderosos instrumentos dpticos,

Esta es la obra en que estan hoy empefados unos dieciocho observatorios
astrondmicos, y que, al dejar estampadas en las cartas del cielo todos los grupos
de estrellas y todos los astros esparcidos en los 42 000 grados cuadrados de la es-
fera celeste, legara a los siglos futuros el estado actual del universo estelar con
una autenticidad y una exactitud notables.

JCuales son los movimientos que impulsan, en el transcurso de los sigles, a
las innumerables estrellas diseminadas en el espatio? ¢Cual es la ley de su dis-
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tribuecion en el cielo y de sus distancias a nuestro mundo? JCual es ol centro mis-
terioso hacia el cual gravita nuestro Sol, arrastrando consigo a todo su cortejo
de planetas y con una velocidad hoy sensible?

Esos grandes problemas que parecian desafiar a la ciencia humana, y que
presentaban dificultades insuperahles, son los que va a permitir abordar metédi-
camente la Cartag del ("ielo y con la seguridad de alcanzar éxito,

sNo tenemos entonces razon para decir que la Carta Fotogrifica del Cielo
serd ante los ojos de los sabioa del porvenir el monumento mas grandioso y mas
fecundo legado por los pasados riglos?

Habria deseado hacer, en esta ocasion, una reseita historica de la fotografia
estelar v de su marcha hasta la reuniéon del célebre Uongreso Aatrofotogrdfico del
ailo 1847, en que tomaron parte cincuenta y seis sabios de dieciseis diversas na-
ciones, como también habiia deseado dar algunos detalles sobre la organizacién
del wrabajo para la ejecucion del Catilogo Fotogrdfico del (Vielo, y hacer, después,
una descripeion de los instrumentos que se emplean para la obtencion y la medi-
da de los clisés fotograficos; prro todo esto daria una extension a esta memoria
que no puedo darle,

Por otra parte, va todo eso ha sido tratado por el distinguido .ingeniero ge-
fior J. Taulis, en su importante articulo que salié a luz en el Anuario del ()bserva-
torio Astrondmico para el aito 1847, bajo el epigrafe Futugrafia (eleste. Yo también
me ocupé de esto en ef opisculo yue tuve el honor de presentar al Segundo Con.
greso Cientifico Pan-Americano y cuya versién castellana se encuentra al prineipio
de la 3.8 Parte en el Anuario Astrondmico para el ano actual,

Asi, pues, en esos dos articulos se encuentran explicados todos los meétodos
v operaciones que hay necesidad de «fectuar hasta obtener las coordenadas rectili-
neas medidas de las estrellas, con respecto a un sistema de ejes que pasan por el
centto de la placa fotogrilica.

Me veo entonces en la necesidad de suponer gue el auditoric conoce ya to-
day esas operaciones préliminares ¥y pasaré, en consecuencia, & ocuparme sola-
mente de la reduceion de los clisés astrofotogrifices.

I. FORMULAS PARA CONVERTIR LAS COURDENADAS RECTILINEAS DE LAS ESTRELLAS
DE LAS PLACAS FOTUGRAFICAS EN COORDENADAS ECUATORIALES,

El problema de la determinacion de las coordenadas ecuatoriales de las es-
trellas de una placa fotografica puede formularse, de una manera abstracta, asi:
se tiene una placa que representa una perspectiva fotogratica de una porcion del
cielo; se conocen las coordenadas angulares (1) de un cierto nimero de estrellas

(1) Las coordenadas angulares de las estrelias se obtienen muy fdcilmente restando las
coordenadas ecuatoriales del centro de la placa de las enordenadas ecuatoriales de las estre-
llas, es decir, se obtiene el valor angular de (2 - 2,) y de (¥ —du).
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dibujadas sobre la placa y sus coordenadas rectilineas con respecto a des ejes, x,
¥, trazados sobre la misma, y se trata de determinar las coordenadas angulares
de una estrella cualquiera sobre la placa, partiendo de sus coordenadas rectilineas
con respecto a dichos ejes,

Debe advertirse que el origen de las coordenadas rectilineas queda muy cer-
ca del punto donde el eje éptico intercepta a la placa y que la direccidn de los ejes
es sensiblemente la de las trazag, sobre la placa, del meridiano que pasa por el
punto cero, o, mas bien dicho, por el centro de la placa, y de su perpendicular,
pues estas dos condiciones dan lugar a grandes simplificaciones que permiten lle-
gar a una solucidén practica del problema.

Si los ejes X, ¥ coincidiesen exactaments con la traza del meridiano, que
pasa por el eje éptico, y con su perpendicular, 1a cuestion de determinar las coot-
denadus ¢ ¥y & de una estrella, conocidas las del eentro cero (aqo, 8o}, 8eria una cues-
tion puramente geométrica. Hay en electo formulas que ligan las coordenadus
rectilineas, £, », con las ecuatoriales. Esas formulas son:

= cos § sen [a— an)
sen g sen dn + €os 8 cos dh co8 (@ an) - (1)
gen § co8 §, —sen dycosd cos fa—ae) (777

gen d sen do + €osd €8 o €08 (a—an)

gue se obtienen muy facilinente del modo siguviente:
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En efecto, sea O el centro de una placa; K y L sus polos en la esfera celes
te; P el polo Norte del cielo. (Fig. 1).

Llamemos ao la ascension recta del centro O; P su distancia al polo Norte;
a ¥ p la ascension recta y la distancia al polo Norte de una estrella cualquiera S
de la placa.

Entonces tenemos:

PO=P,PS=p=yc —§;LF = 900 — P =4,;
L OPS = a—ao; CLPS=1800 — q + ao; PLS = 0 ;tan 6= ¢

Abhora bien, la Trigonometria Esférica nos da esta férmula;

cot C=_fe€N b cosec — coa b senccos A

sen ¢ Ben A

que aplicada al triangulo esférico PLS se convierte en:

sen LLP cos PS — cos LP sen PS cos LLPS -
sen PS sen LS

cot PLLS=

o bien
cot PLS sen PS5 gsen LPS=sen LP cos P8 —- coa LP gen PS cos LPS
y, dividiendo lus dos miembros por sen PS, se tendra:

cot PLS sen LPS=sen LP cot PS — cos LP cos LPS
de donde

~—cot PS sen LP = — cos LP cos 1.PS — cot PLS sen LPS
cot PS sen LP = cos LP cos LPS + sen LP3 cot PLS

v, substituyendo en esta Gitima expresién los valores que dimos al principio, ten
dremos:

cot (¥)—43) sen & = coB o cos (180° — a + a,) + sen (180° — a + ao) cot 6

de la cual se obtiene facilinente esta otra:

tan & sen & = — €08 do €08 (a -- ao) + 8en {a — ao)

tan @
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0 bien

1
3

tan é sen 8, = — €08 Jo €08 (a — o) + BEN .a — ao)

f - sen (a _ an)

tan & sen dy - €08 8, CO8 (a — an)

f=— selt fa o)

sen §

o5 3" 8,4 cos 3, o8 (a~—ao)

cos § Ben (a—aul
86N ¢ 8en dy, + €08 ¢ o8 g €08 (u —av)

Ahora, en el triangulo esférico P k 8, se tiene:
k P=P—g¢; PkS=90°; cot PkS=0; kPS=a=-ao

y, aplicandole a dicho tridngulo la misma f{érmula de la Trigonometria Esférica,
tendremos:

sen k P cos PS—eos k P sen PS cos k PS
sen Ps sen k PS

cot PkS=

o bien
cot Pk S sen PS sen k PS=sen k P cos PS—cos k P sen PS cos k PS
y, dividiendo los dos miembros por sen P 8, se tendra;

cot Pk Ssen k PS = cot PS sen kK P—cos k P cos k PS

de donde

—cot PSsen kP = —cos k Pcosk PS—sen k PScot Pk S
cot PSsen k P = cos Kk Pcosk PS | sen k PSecot Pk S

y, substituyendo en esta ultima expresion los valores que dimos antetiormente,
tendremos:

cot p sen (P—¢) = cos (P —¢) €08 (a—av)



372 ISMAEL GAJARDO REYE3

de donde

sen (P—g)

cot p m: cos (a—an)

cot p tan (P - ¢} = cos (a—a.)

tan (P~ ¢} = cos (a= ao) tan p

Ahora; segin una fé6rmula trigonométiica muy conocida, tendiemos:

tan (P — ¢) = tan P — tan ¢
1+tan P tan ¢

= c08 (a—an) tan p

luego

tan P—tan ¢ = cos (a—ao} tan p + tan P tang tan p cos (a—an)

—tan ¢ = co8 (a—au) tan p — tan P 4 tan P tan ¢ tan p cos (a— ao)

O bien

—tan ¢— tan P tan ¢ tan p cos fa  ae) = €08 (ea—an) tan p —tan P
—tun ¢ 4 14 tan P tan p cos (a—a) } = €08 (@ —ao) tan p—tan P

tan & =08 fa—ua) tan p — tan P
¢ =7 + tan P tan p cos{a—ay)

Pero, recordando que p=9° — &;P =900 —§,; 5y n = tan ¢, la ultima
expresion tomara esta forma:

CO8 {g ~ ay) ¢ot § — cot 8o

7= T -+ ¢ot dy cot § cu8 (a—aa)
de donde
cos § cos 8o
€08 (u— aolgen § sen do
p= —

cos d, +co8 &
I+ el dp 8en ¢

cos (2~ ao}
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cos é sen dp cos fa  av) — 8en & o6 &
sen ¢ sen Jo

§=—
sen & sen 8o + €08 6 co8 8 €08 fa—ao)
3en ¢ sen do
cos ¢ 8en &y cos (@~ an) — 8€N & COB o
n

= T sen & sen da + co8 & cos 8, cos {a—ao)

__ 8en 8 cos §, — €os § sen S, Co8 (a — an)
gen d sen 8, + cos § cos do CO8{a — an)

Las formulas del grupo (1) tienen un caracter general, y es facil cornprobar
que ellas son idénticas para una placa cuyo centro se proyecte sobre un punto del
hemislerio celeste austral.

F&g. 1. Fs

En efecto, en la Fig. 1 bia tenemos:

LO = 90 PO =P = 900 = (—8,) =90 4+ §;; PL = PO — LO = 90e
+60 = W0 = §; PE =p =900 — (=§)= Q° + & LPS =0a — ao; <SLP.
=180° —@; OLS = 6;tan 6§ =
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Y aplicandole al triangulo esférico PLS la misma férmula

senb cos ¢ — cosh sen ¢ cos A

cot C = seLc seil A
se tiene
cot SLP =" PL cos PS — cos PI; sen PS cos LPS
) sen PS5 sen LPS
de donde

cot SL P sen PS8 sen LP3 = sen PL cos PS — cos PL sen PS cos LPS
Y, dividiendo per sen PS los dus miembros de esta expresién, se tendra:
cot SLP sen LPS = sen PL cot PS — cos PL cog LPS

O bien

— cot PS sen PL, = — cos PL cos LPS — cot SLP sen LPS
cot PS sen PL. = cos PL cos LPS + sen LPS cot SLP
cot {9 4 §) sen &, = o8 &, ¢os (e- av) + 8en (a—ao) cot (18U —0)
—tan § sen J, = co8 &y €08 {a—as) — 8eN (a—ags) cOt B

1

8en oy = — QO n CO -— en - —
tan & é co8 &, €08 (a—an) + sen (a—ao) Y]
1
tan d sen §, = — cos do €08 (a—a)) + 8en {a—ap) v
sen (a—au)
3

= tan § sen do + €08 dv 08 (u - ao)

~ cos § sen {a - ao)
seu § sen §o + €08 & coa §o co8 (a —ao)

En laa férmulas que preceden, £ y y eatin expresadas en partes de radio
(radiantes) y como las coordenadas se miden en ruadros de la red y partes de
cuadro, serfa necesario tener el valor de un cuadro en radiantes, o el valor angu-

lar de una parte de la red. Este valor es aproximadamente _3‘::’)—8(““ cuadrode

la red tiene 5 mm, y la distancia focal es aproximadamente de 3.44 m.) deducida
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del valor angular de una parte de la red, que es de 300" (*) vy se puede determi-
nar en la hipotesis que nos hemos colocado, midiendo la £o la  de una estrella
de posicién conocida,

Pero las condiciones que esto supone no 82 satisfacen hunca, de donde re-
sulta que ai se calculan las £ ¥ y de una o maAs estrellas de posicion conocida, sua
valores seran diferentes de las coordenadas x, y medidas en la placa.

Las correcciones que deben haeerse a las coordenadas X, ¥ medidas, para que
por la aplicacién de las formulas (1) se obtengan las coordenadas ecuatoriales, de-
penden no solo de la imperfeccion de los ajustes del instrumento, sino de los efec-
tos de la refraccidn y de la aberracidn, que hacen variar la posicion relativade las
estrellas. Si el instrumento esta bien ajustado (y no se trata de estrellas muy cer-
canas al polo) esas correcciones son de [orma lineal, asi es que podemos poner:

= O
nw

x+ax+by—f—c} )
Y4 dx ey £f

en las que

¢ y [ son las coordenadas del centro de la red con respecto al centro de la
placa;

b y 4 dependen casi en su totalidad del error de orientacion de la red; y

a y e son las constantes que se designan con los nombres de constantes de
orientacidn y foco y dependen casi en totalidad de que el valor supuesto a un cua-
dro de la red no sea su valor angular, que es de 5', pues el valor angular de una
parte de la red depende no solamente de la distancia focal del anteojo sino de la
magnitud del cuadro.

Por counsiguiente, se ve que las diferencias entre las coordenadas { yx d7ey
provienen, en gran parte, de pequeiios movimientos de fraslacién y de rotacién de
los ejes que pasan por el eentro de la red, los cuales, al confundirse con los que
pasan por el centro de la placa, deberian hacer £ — x = o.

Esos movimientos de traslacién y de rotacién de los ejes son producidos por
mala orientacion y centralizacion de la red en el chassis o por varias otras
causas.

La forma lineal de esos movimientos de traslacién y rotacion de los ejes se
puede demostrar asi:

{*} En efecto, segin la férmulai = tan 8, de los tridngulos rectiliness rectdngu-
c

los, el valor en radiantes de un cuadro de la red es 34538 = 0,001454, ¥ como el valor de
un radiante en segundos es 206 264, 806.
Entonces, el valor angular de un cuadro de la red es

206 2647, 806 x 0,00145% = 300" aproximadamente,
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Un teorema de Geometria Analitica dice: las antiguas coordenadas (£, n) son
tguales a las nuevas coordenadas (X', v') uumentadus en el monto de traslacion del eje
respectivo Por consiguiente, segin la Fig. A se tiene;

E=x"+c¢
STy P ()
3
5¢ )
I'q\
2 R
- A
o _,/,’ ]
4 A x
-~ el
i \\
Fig. A

Y sabemos también que los dos contornos O’A’S y O'AS tienen la misma re-
sultante, que es la reeta O’S.
Por la teoria de las proyecciones, tendremos entonces:

pr. O'A’ + pr. A’'S = pr. O'A -}- pr. AS
Ahora bien, el teorema de la proyeccion de una linea definida sobre otra
cualquiera indefinida dice: que la proyeccién es igual a la longitud de la linea pro-
yectada multiplicada por el coseno del dngulo que las dos Iineas forman entre si.

Entonces, proyectando sobre el eje indefinido 0'X’, se tiene:

O'A'coso + AScos YOX' =Q'Acos X O0X’' + AScos YO'X'
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de donde

X' + y cos 9 = xcosa + ycos (800 + q)
X' =Xco8g — ysena

Y substituyendo este valor, de x’, en la primera relacion del grupu (). se
tiene:

£=xXcosgq—Yy8ene + ¢
Del mismo modo, proyectando sobie el eje O'Y’, obtendremos:

O0'A’eos X'OY 4+ A'Scoso = OA ¢ 8 XO'Y + AScos YO'Y’
x" cos 900 + v’ = Xco8{M —qa +yVcroSa
Y = Xsena 4 Y cosa
Y substituyendo este valor, de y’, en la segunda relacion del grupo (1), se
tiene:

n=X8eNa+ ycosa + I

Ea resumen, obtenemos estas dos relaciones de forma lineal:

f=xc03a-ysena+c} (1
n=X8ela+ ycosa+ [ "7 )

En estas relaciones, no estan incluidas las correcciones de refraccion y de
aberracion; pero el profesor Rambaut, en un articulo publicado en Astr. Nachr.
N.e 3125, ha demostrade que esas correcciones son también lineales. Por este mo-
tivo, las relaciones del grupo (11) toman la forma definitiva.

£—x

ax + by + ¢ .
t T3 } ....... (2)

dx +ev 4 I

hn

Si se corrigiese previamente por refraccion, o por ciertos términos de la co-
rreccion debida a ese fenomeno, lag constantes a y e deberian ser iguales en mag-
nitud y signo, como lo demuestran claramente las relaciones del grupo lI; by d
en magnitud solamente, pues algunos de lea términocs de la correceién por refrae-
cién y loa que miden ei efecto de la aberracion son de la misma forma que ia co-
rreccién de orientacién y valor angular de la red.

De todo lo anteriormente expuesto resulta que la secuela de la determina-



318 ISMAEL GAJARDO REYES

cién de las coordenadas ecuatoriales de las estrellas de una placa, partiendo de
148 medidas rectilineas x, ¥, sara la siguiente:

I. Se calculan las coordenadas £. 5 de tres estrellas, por lo menos, de posi-
cién conocida.”

I1., Se establecen entre las X, y, ¥ las £, 5 de esas estrellas dos sistemus de
ecuaciones de la forma de lae (2); estas ecuaciones resueltas nos dan las constan-
tes a, bye .. ete, .

I1I. Conocidas las constantes, se calculan las £, » de las estrellas de la placa,
y de ellas se deducen sus coordenadas ecuatoriales.

Vamos a ocuparnos separadamente de cada una de esas operaciones:

Las coordenadas £ y 5 de tres o maa estrellas de posicion conocida se pueden
calcular por me lio de las formulas del grupo (1}, o por medio de ssas mismasfor.
mulas desarrolindas en serie, seguin las potencias de (a—ao) ¥ {#—9%), y tabulando
en seguida cada uno de los términog de la serie; pero nosvtros creemos que nohay
necesidad de esto ultimo, porque esas coordenadas, £, n, se obtienen con relativa
facilidad, segiin veremos nas adelante, por las formulas del grupo (1).

4
Ny

Eg. 2

Al deducir ias constantes, de las ecuaciones de la forma (2), a que dan lu-
gar las estrellas de referencia, la primeracuestidn gue se presenta es la eleccion
de esas estrellas, a fln de que los efuctos que producen los errores de las coorde-
nadas rectilineas y esféricas en las constantes sean lo menor posible. Evidente-
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mente que una distribucion de esas estrellas muy eé6moda y ventajosa seria la re.
presentada en la figura 2, Las ecuaciones a las que esas cuatro estrellas dan lu-
gar son las siguientes, en las que los elementos relativos a las cuatro estrellas los
distinguimos por los indices 1,2... 4.

x1a+Yih4+e=m m = & — Xi
Y23+ng+c=m:§l A mg.—.'.fg—xg
Xsa+)3b+c=|nss l]'l3=§'3-—X3
Xsa+ yab+ec=m my — &1 — Xy
X1d+Y[B+f=nl lll=ql'—Y1
x2d+‘ge+f="2l_ B Ng = npg — X2
I\a(i+\3(‘+[="3s ng =mn — ¥Ys
Xsd + yye +f =0y Ny =y — Y4

De las ecuaciones del grupo A deducimos inmediatamente los valores de las
constantes a, b y ¢ que son;
pa = me—m) (ys—ys)— (Yo —Yy)(my —m3)
(X2 —X1) (ya—¥3)— (Y — Y1) ( Xy — X3)

_(me—my )4 (my—~mg)—a{(X2—x1 )+ Xy —X3}}

b (Y — Y1) 4+ (ye —7¥3)

(m+m:)+(ms+my)—af(xi+x2)+ (X3 +Xs)} —
—b " (Y + Yo j4+ fyvs +v4) b
4

Y de las ecuacionea del grupo B se obtendra los valores de 4, e v [ por es-
tas otras expresiones.

g = M=)y —y¥3) (Ye—Vi)(ny - n3)
T (xe— X1 ) (e — ¥3)— (Yo — Y1) (X4 — X3}

o =(ne—ﬂ1)+(m—l"la)—d{(xz—xl)—l— (Xe — X3}
(Ye—-Y1) 4+ (yva— ¥y3)

(4 me)4 s+ ma) —d (x4 %)+ (X3 + X,) -
f = —e{(Y; 4+ Yo )+ (F3+ Ve )}
4

Por supuesto yue es imposible que se encuentren estrellas que satisfagan
rigurosamente las condiciones supuestas; y, por lo que atafie a la solucién, basta
que en una de las ecuaciones el coeficiente de a sea pequeiio con relacién al deb
¥ que suceda lo contrario con la otra.
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Pero, si se desea mAas exactitud en los valores de las constantes a, b,
podemos seguir el nétodo que se emplea en ¢l Observatorio de Greenwich
¥ procederemos asi: s8e toman las estrellas con posiciones conocidas de la
mitad KEste de la placa y se sacan los promedios X, y. de sus x y de
sus y, y estos promedios se consideran como las coordenadas de una estre-
lla, cuya £ » g5 serin también, en virtud de la forma lineal de las ecua-
ciones, los promedios de las £y 5 de las estrellas del Este de la placa. Proce.
diendo de igual manera con las estrellas de O, N y S, tenemos cuatro ecuaciones
que, si las estrellas estan repartidas con cierta uniformidad, se acerearan lo bas-
tante a los que nos darian las estrellas colocadas como lo indica nuestro esquema,
so0lo gue aquellas tendrin mayor peso que las iiltimas. En elfecto, el error medio

—_—
Ve
N el niimero de eatrellas en la mitad de la placa coneiderada.
El procedimientv expuesto, ademas de que nos permite estimar debidamen-
te Ia precisién de los resultados, nes evita los laboriosos cdlculos a que da origen
la aplicaciéon de los cuadrados minimos.

de las cantidades que hemos designado por m y n no seria ¢, sino , siendo

*
* x

Conocidas las constantes de la placa, se calculan las coordenadas £, 5 de las
esirellas de la placa, por medio de las féormulas del gropo (2), y de éstas se dedu-

Fig. 3

cen sus coordenadas ecuatoriales por las férmulas que vamos a determinar en se-
guida:
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Sea O el centro de una esfera celeste (Fig. 3), en la cual fijaremos: 1.0 el polo
boreal P; 2.2 la traza A del eje dptico prolongado hacia la regién de observacidu;
3.0 la posicion M de una estrella.

Poniéndonos en el caso de que la placa fotografica sea perpendicular al eje
optico, ella tendra que ser paralela al plano tangente a la esfera en A, y debemos,
por tanto, considerar a las coordenadas celestes del punto A como si fueran las del
centro de la placa.

Tracemos el circulo horario PA y el circulo miximo AQ que le es perpen-
dicular; esos dos circulos maximos, de los cuales uno tiene por polo a » y el otro
a ', determinan un sistema rectangular de ejes de coordenadus curcilineas
(x, ¥k

Ahora, hagamos .

Ap=x Ag=y PM = 90 — ¢
Mp—»1 Myg=x1 Pq=9%r §,-y

L MPy = a —a,

y consideremos las x como positivaa hacia el Este, las y como positivas hacia el
Norie.

La ascension recta y la declinacién a y 6 de la estrella M se pueden enton-
ces expresar facilmente en funcidon de los arcos x; , ¥ y de las coordenadas ecua-
torjiales ao ¥ 4, del centro de la placa.

En efecto, aplicandole al triangulo esférico rectangulo PMg las férmulas
tundamentales de la Trigonometria Esférica, obtendremos inmediatamente.

Con la 5.2 férmula de los triangnlos esféricos rectanguloa.

cos PM = cos Pq cos Mq

de donde
cos (o — 8) = cos (90° — do — ¥) cO8 Xy
gen & = sen {do + Y) COB X3

Con la 2.2 formula de los mismos triangulos
gen My = sen PM sen P
de donde

sen X3 = sen (o - §) gen (@ — ap)
sen x; = €08 § aen (a —ao)
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Y con l1a 4.2 férmula de los mismos t-rié.ngulos.

cos P = tan Pg cot PN

dg donde

cos (@ — ao) = tan {900 — 8o — y) cot (90° — 4)
eoB fa — aon) = cot (§o + y) tan &
o8 (@ — an) = cot (50 + ¥)
tan ¢
. - cos(d +y)
co8 (a au) cot 6 genW)

€08 (a — av) cos § _ cos (b + ¥}
gen ¢ sen (do + Y)

cos {a — ao) €08 § __ o8 (6o + ¥)

sen (8o -+ ylcos x;  sen (8, + y) .

eos (¢ —ao) co8 § = coa (8o + v} cos X
En resiimen, se obtiene el siguiente grupoe de férmulas;

gen § = sen (do + ¥y) CO8 X
(C) ....... coBd8enia — ay) = 8en X
( cos & o8 (a4 — ay) = co8 (o + ¥) CoB X

Ahora bien, como log arcos de circulos miximos AQ y AP son rectangula-
res, cada uno de esos eirculos pasara por los polos del otro. Por consiguiente, en
los triangulos esféricos rectdngulos M #' q, M = p, los dngulos en =’ y en = ten-
dran respectivamente por medida los arcos X e y. Luego, tomando en cuenta esto
y aplicandole al triangulo M =’ q Jas mismas férmulas de los tiiangulos esféricos
rectangulos, se obtendran las relaciones siguientes:

co8 y1 sen X gen X

{ sen y1 = €08 X1 8en y
. COBY; COBX = CO8 X1 COB Y

Y dividiendo Ia 2.2 por la 3.2 ¥y la 1.2 por la 3.2 de estas férmulaa del grupo
D obtenemos inmediatamente:

(E) tan X; = tan X coBy = £¢o8 y por que £ = tan X
""""{tany;=tanycosx=qcosx » n=tany

{Continuard)





