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Las investigaciones siguientes se refieren a las lineas de influencia para car-
gae verticales.

Trataremos primeramente las vigas simples y en seguida las continuas de
alma llena y enrejadas con reacciones verticales (Cap. I a VI) ¥ en que las cargas
se trasmiten a las vigas concentradas en ciertos puntos (los trasversafios) que lla-
marsmos simplemente nudos.

Estas investigaciones tienen por objeto, la deduccidn de las relaciones reci-
procas entre las diferentes lineas de influencia; relaclones euyo conocimiento faci-
litard en mucho la construceion de dichaa lineas.

A.—VIGAS SIMPLES Y VIGAS CONTINUAS

§ L —~Relacion entre las lineas de influencia de los momentos M,
y M. para dos nudos conseentivos (r — 1) y (r) y la linea de
influencia de los esfuerzos de corte V; para el paito X com-
prendido entre esos dos nudos,

Sea A la luz del pafio comprendido entre los dos nudos (r — 1) y (1) y Ve el
esfuerzo de corte en un punto del pano y distante de una cantidad 7 del punto
(r-1). Imaginemos una carga en el pafio, que se trasmita a los nudos, se tendrin
lag relaciones generalcé siguientes: (Fig. 1)

My 1= V. Z

M, =V, (Z + A ) de donde

Ingenieros— 4
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1) M — M=V Ay 0 sea
1 .
Ve = (My — M, — 1) *
Ar

Pero en el caso de una carga aislada, M; y M, 1 quedan determinados por

(v

..... LU O N BRI :
! (it & ey

la ordenada de la linea de influencia correspondiente, medida a plomo de la carga
y podemos decir:

1) La diferencia de las dreas de influencia para M, y M, _ 1 ( parte achurada
fig. 1) representa el drvea de influencia para los V, aumentada A, veces

Si se han construidoe las lineas de influencia de los momentos para los nudos
consecutivos no seri, pues, necesario determinar especialmente las Areas de in-
fluencia para los esfuerzos de corte V, porque la diferencia entre dos areas de in-
fluencia de momentos congecutivas dara inmediatamente el Area de influencia para
los valores V-A.—

En la (fig. 1a) se ha referido el drea de influencia para los V. Ac {achurada)
a una linea recta.

* Relacidn que estd de acuerde con la ecuacion conocida: V = —a----'—
. X
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§ [I.--Relaciéon entre las lineas de influencia de momentos para tres
nudos eonsecutives (r — 1);ry (r + 1)

o

nudos {r — 1) ¥ (r + 1) no existan ninguna de ellas. Tendremos las relaciones
M1 = V. 4
}.\ir ==

Se supone cualquier distribucién de las cargas y en tal forma que entre los

( M, — M,y = Vi Ar
Ve (Z + X&) ’

. \ Pflr+1—I\Ir=Vrkr+1
Mivt =V (Z 4+ A 4+ A +1) )

de agui tendremos

2 M, — M, A .
! Myoa—Me 7 Aea

Para una carga aislada podremos decir enténces:

2} La razdn entre las diferencias de las ordenadus correspondientes a dos, de

fres, lineas de influencia consecutivas, es constante en todo el trayecto de ellas, escep.

to en la porte correspondiente a los pufios X, y A, L. Esta razdn es igual o
Ar

-?\r + 1

Algunas consecnencias

a} La formula 2) se puede poner bajo la forma

1 1

y seglin 1) tendremos que

Vi V4

hay gque tener presente que hemos supuesto que no existan cargas entre los limi.
tes (r — 1) v (r + 1).

* lista relacién sencilla puede deducirse tambidn directamente de un funicnlar de las
cargas, el que serd una recta entre r — 1 r -+ 1 por el hecho de no existir cargas entre estos
limites.
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Para una carga aislada se obtiene entonces la relacion 3), que también re-
sulta directamente considerando el significado de Vr y Vesa.

3) Las lineas de influencia para Vi y Vy 1 1 coinciden, en general, en todo su
rayecto separdndose solo dentro de los pafios \r ¥ Ax 4 1.

Si como sucede generalmente A == Ar 4 1 (caso de fig. 1) entonces la relacién
enunciada vale también para las lineas de influencia de los productos Ve " A ¥
V. .1 Ar+1, como lo indica la fig. 1a). Aqui la recta inclinada, de puntes, del
pafio Ar +1 corresponde a fos productos Vewe 1 Ar+1-

Tomemos una carga aislada P a plomo del nudo (r), tenemos que:

‘rr _ "Tr + 1 = P
y 8i los pafios son iguales y de longitud A
ViaA—VeotA=PA

Por esto, llamando t; y t'e respectivamente las ordenadas de las lineas de
influencia para Ve A ¥ Vi 1 A%, a plomo de (r) es valida la relacion:

3) t +the=Px=Ct
segun esfo se tiene:

3a) Los vértices de todas las lineas de influencia para V X, entre dos apoyos
vecinos, estdn sobre dos lineas cuya distancia medida verficalmente (t + t') es cons-
tante e igual @ P \. Aquellas dos lineas son las Uneas de influencia para las pajios
contiguos a los apoyos.

Segiin esto, dada la linea de influencia V A para un pafio, sea la Vi, se
pueden deducir de ella todas las lineas V X para los pafios restantes.

b) Aplicando Ia ecaacion 2) a tres nudos eontiguos de un sistema enrejado
(fig. 2) tales como (r — 1) y (r), que son dos nudos eonsecutivos que reciben las
cargag, y el nudo (r') de la cabeza no cargada, tendremos:

My — My -1 a
M, — e Py

e

+ Para una cargsa en (r) se tendvia: Vr 4 3 2 = — t'r
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Apliquemos esta relacion a las lineas de influencia para los casos en que la
carga aislada se encuentre precisamente en el punto (r — 1) ¥ en (r) respectiva-
mente; se deduce que la parte recta de la linea de influencia, para My, compren-
dida entre los puntos (r—1) y (r) pasa por el punto de interseccién de las lineas
de influencia para M, _ ; y M,, Esto se comprende por el hecho de que una carga

situada a plomo de dicho punto debe producir momentos iguales en {r — 1) ¥ (r)
o 8ea,

M1 = M

La representacion grafica de estos ultimos, en una drea de miomentos, dara
entre esos limites una recta paralela a la linea de referencia o de cierre del
funicular de los momentos y por esto tenemos:

My = M,_; =M,

¢) Como casi en todos los puentes, las luees X son iguales para toda la viga,
resulta de la férmula 2) con las mismas hipotesis de carga;

Mg — My =Dy — M,y =t

Tomemos ahora una carga aislada y fija actuvando en el nudo {m), ¥ un nudo
(r) mévil (variable) situado una vez a la izquierda y otra vez a la derecha de (m).
Si se consideran sucesivamente las lineas de influencia de los M para aquel nudo
(r), se deduce la siguiente propiedad tan importante, para determinar graficamen
e las lineas de influencia para los distintoa nudos:



H4 LINEAS DE INFLUENCIA

4) Las lineas de influencia de los M correspondientes a los puntos (r) situados,
ya a lo izquierda, ya a la derecha de un nudo (m), interceptan sobre la vertical que
pasa por ese nudo (m) trozos respectivamente iguales a t y a t'. (Véanse las figuras
3, 4 y b que se refieren al caso del nudo m = 2},

§ lI.—Aplicacién de las relaciones deduncidas a vigas
simples ¥ continuas

@) VIGAS SIMPLES

En la figura 3 se han dibujado las lineas de influencia para los momentos de
tflexion de una viga libremente apoyada con seis panos iguales y para los nudos

deducidas.
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La linea de influencia para un nudo por ejemplo: M3, es un tridngulo cuyo
vértice queda a plomo del nudo (3) y cuyos lados ag y bs interceptan scbre las
verticales que pasan por los apoyos (0) ¥ (6) un segmento:

e 3

(0}3c= 1;3 o1t = ] C1t
En la figura 3 se adopté:

1t Unidad de fuerza 15

iIm = "Unidad de lengitud ~

por lo cual resulté:
(0) 8o = 1,5 X3

b) TRAMO INTERMEDIO DE UNA VIGA CONTINUA

En la figura 4 se han dibujado las lineas de influencia para un tramo inter-
medio de una viga continua.

Supongamos que la luz entre dos apoyos vecinos se haya divididoen 8 pa-
flos iguales A (en las Figs, 4 y b tenemos 8 = 6).

Designemos abreviadamente por E;‘ la linea de influencia del momento on

el nudo (k) y por EM y EM las lineas de influencia de momento correspon.
dientes a los apoyos de un tramo,
De acuerdo con el teorema 1, la diferencia de dos areas de influencia conse-

cutivas EM y EM representa el area de influencia de V: \: (designada po:
BV 4.

Lsta area V. )., dibujada para el pafo X3, estd gsombreada con achurade¢
vertical en las figuras 4 v 4a (véase también la Fig. 1).
Considerando lo expresado més arriba y los teoremas 3a y 4 se obtiene B

sencilla refacién:

5) En un nudo cualquiera (m) la ordenada correspondiente {z‘:‘n } de la U
nea EV 2 es igual al segmento interceptado sobre la ordenada gue pasa por {m) po

M . M
E;" hasta E/

las lineas de influencia
A EM hasta E)

}, siendo siempre ln, + = P')

{férmula 3}
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[Los segmentos t y t' de la Fig. 3, pueden tomarse también de la Hnea de
influencia para V A dibujada debajo, como puede verse en el nudo (m) = (2) |

Con esta importante relacién se pueden resolver ficilmente los siguientes
problemas:

4=
rc:../"?"'?"?“":‘\g ______ o ] i
(Dj CI ! D e meem —
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Problema 1

Se dan dos lineas de influencin cualesquiera correspondientes a dos nudos
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vecinos, sean por ejemplo: EIQ‘1 ¥ Egl ., se pide encontrar las lineas de influencia

para los demas nudos del tramo.
l.as diferencias entre las ordenadas de las dos lineas de influencia dan inme-

diatamente las ordenadas para la linea E; 4 en la siguiente forma: a la iz

guierds del nudo (3) los sigmentes t', en (3) y aladerechade (3) loa seg-
mentos t,

Los segmentos restantes se determinan por la relacion tm + t'm = P.A, con
lo cual quedan determinadas todas las lineas de influencia del tramo, incluso las

tineas EY 4 para los demds pafios.

Problomn 2

¢ hi - . . )
Se dan Eo1 v EQV*l [= para una seccién infinitamente proxima a la derecha

de (0}]. Fig. 4. Se pide determinar las demas lineas de influencia.

Primeramente se determinan los complementos t' de los trazos t dados
(ordenadas de E:f'1 ) , con lo cual quedan definidas las demés lineas de influencia

V4 v EM incluso E}:{

Para obtener las lineas EM se deduce, pues el sencillc método que va a con-
tinnacion:

Se aplica sobre la vertical de un nudo (m) (véase m = 2} el trazo iwm desde
Ef:i m veces hitcia abajo y deade el punto final m asi obtenido se aplica el trazo
tm M = (8 — m) veces hacia arriba.

En los primeros puntos de division se obtienen las intersecciones con la verti-
cal de {m) de las lineas Efi hasta E: v en los ltimos, las intersecciones con la

vertical de (m) de las lineas EM hasta EM.

m+1

Problema 3

Se dan las lineas de infiuencia para los momentos de apoyo Ei“ y .E;“ ; fe
pide determinar las demas lineas de influencia.

Designemos la diferencia entre las ordenadas de Ez'l y Efi en el nudo (m)
por dy = M7 — MY ( debiendo tomarse los valorea absolutos de estas ordenadas
NPy MDY, |

Segun la Fig. 4 (véase nudo (m) = 2) y la relacién b y designando 8 — in
por m’ se obiiene para la vertieal que pasa por el nudo (m):

Mip=8—m)t'y + dp=8—Mm(PAX—tn) + dn
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de donde:
SBlm=(8 — M) P + dp=m" (PA) + dy
‘! m’ din
s fm m““';'—- (P )\) + '“"’é"""
4..
/" =(PA) — tm= 2 (px) - O
. - 8 ’ 8

i

Segin estas formulas es ficil determinar graficamenie los trazos tn ¥ t'm
partiendo de d,, como explicaremos eu seguida:

En la Fig 4a dibujese (0) 0’ = (6) 6 — P A ytracense 0'(6) y (0)6¢’. Los
segmentos interceptados por estas paralelas sobre la vertical de un nudo (m)=(2)
por ejemplo; tienen los seguientes valores:

—l:» (PX)= _g"“ P A para el trazo que quda sobre el eje de referencia y
m’ 4 . .
- (PA})= re P X para el trazo inferior
L. Adm dg
Aplicando ahora 5 = 5 desde los extremos de estos dos trazos y
e

en e gentido de 0 6 (considerando la diferencia 0 6 de los momentos de apoyo
como trazo dirigido) se obtienen inmediatamente las ordenadas t'» y tz y por
consiguiente también dos puntos de las lineas EV 4, ‘

Segun lo dicho anteriormente, una vez obtenidas las lineas EVi gquedan
determinadas las demas lineas EM,

En el caso que obre una fuerza fuera del tramo 1, considerado se obtiene
para V X, segiin la figura, la relacién:

Ve = b (M — M) *
8

* An y su se refleren en este caso al tramo Iy con las linens de influencia consideradas,
Véanse también las primeras ecuaciones del capitulo 11
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De aqui se deduce:

. 1 1 ,
D) Cerriene s Vo= —m (Mg——h‘lo) = —f;“(h{s—hfo)

Como las ordenadas de EVi en los tramos vecinos al considerade I, son
generalmente muy pequefias conviene mas calcular la influencia sobre los valo-
res V, de cargar situadas fuera del tramo I, , colocando en la ecuacién anterior

los mayores valores de las ordenadas de EM y EM,

_¢€) TRAMO FINAL DE UN4& V1GA CONTIGUA

)]

. p——

~
Q
by ! 1 !
Pt : ! i
T IR H RN rwi s s -
+o;q.’4' i lm K . ! =

8

Pa

o
Si el tramo considerado de la viga es un tramo final y el apoyo izquierdo {0)
3 el apoyo en el estribo, la linea EM  coincidird con el eje de referencia (eje de

las abeisas) ¥ se obtiene el caso representado en las Figa. b y ba, para el cual
subsisten todas las relaciones mencionadas anteriormente.
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Ahora bien, si se toma dm = M™ — M™ se debe cambiar el signo de dm

el las férmulas 4). Asi resulta:

H
m

e T ey —
\ 8 8
dade. oo

I E’m: _Is_ (PA) b o—_—

Por medio de estas férmulas se han determinado graficamente en la Fig. ba)
los trazos te v t'z partiendo del valor d2z .

De las relaciones entre las fizuras 5 y ba) se deducen, ademds, las siguientes
propiedades que pueden aprovecharse para comprobar la exactitud del dibujo:

Las ordenadas entre la linea EM = EY y el eje de refencia (D)6 son s ve-
[} 6 ¥ ]

ces (B veces) mis grandes que las ordenadas entre By * y la recta (0)6.

Si hacemos rotar la recta {0)6 alrededor del punto {0) hasta la posicién
(0) (6) (eje de referencia) y se quiere conservar lajmisma razén entre ordenadas
ya mencionada, debe hacerse rotar el eje (0) () de EM alrededor del punto
(0) hasta una posicién g, tal, que la recta g intercepte sobre la vertical del
nude (1) una ordenada iguala P X.

Como PA =ty 4 th y ti semidedesde el eje de referencia (fig. D de
arriba), se deduce, ademas, que las rectas g y (0)1 del primer pafio A in
terceptan sobre la vertical del nudo (1) un segmento igual a  t'y.

Ademas se deduce facilmente que el punto ow, interseccién de la prolonga-
cion de un lado de EY* perteneciente al pafio Aw con el eje de referencia, esta
situado en la vertical del punto o', intersecciéon del lado correspoudiente de la
linea Eé“ con la recta g .

[ En la Fig. ba se han determinado los puntos o3 y o1 ].

Ademas las partes de las lineas EM que partiendo de (0) descienden hasta
los vértices inferiores m e interceptan los segmentos t' son afines entre si y el
eje de afinidad es g, *

Para las partes de laa lineas EM que desde los vértices inferiores ascienden
hacia la derecha ¥ que intereeptan los trazos t, el eje de afinidad coincide con el
ejo de referencia (0}(6). Los elementos de un pafioc Aw ( por ej. A1) de las lineas
EM cortan al eje mencionado en un punto =’

* Cuando se tienen varias flguras cuyos lados andlogos convergen a un punto y los dis-
tintos puntos de convergencia se encuentran sobre una recta, se dice entonces que las flguras
son sfines, La recta que contiene los centros de convergencia se llama eje de afinidad de las
fizuras afines.
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Este punto +'m, el punto —m, interseccion del elemento correspondiente de

fa linea EY* con eleje (0)(6) y el punto de interseccion del elemento correspon-
diente situado en el pailo Am de la linea EE‘ con una recta g, paralelaa g ¥y

trazada por (B), ge encuentran sobre una misma vertical. (En la fiz. b se tiene el
£as0 Para Am = A )

Aqui haremos notar que la Hnea Ef’l no es mas que la linea de influencia
de 1a reaecion del apoyo extremo (0), cuyas ordenadas estan amplificadas por X,

puesto que et esfuerzo de corte Vo en una seceion infinitamentejpréoxima a la de-
recha de (0}, es siempre igual a la reaccién de apoyo en (IS

§ IV.—Determinacion de los puntos fijos, de las lineas de influencia
de los momentos en los apoyos y de las reacciones de apoyo
en vigas eontignas,

La determinacién mas senciila de dichas lineas se obtiene aprovechando ia
poeicion de los puntos fijos, tanto en el caso de tna viga con momento de inercia
constante, como en el caso que éste sea variable, ’

Llamamos puntos fijos de un tramo loa puntos de inflexion de la elastica del
tramo en el easo que sobre el tramo no obre ninguna fuerza exterior.

@) DETERMINACION GRAFICA DE LOS PUNTOS FLJOS EN UNA VIGA
DE SECCION VARIABLE

No trataremos la solucién de este problema para el caso de una viga de sec-
cion constante porque aparcce en todos los libros sobre vigas contignas (Mtller
Breslau, Ritter, Cart v Portes, ete.).

El procedimiento general que damos aqui es aplicuble tanto a una viga de
alma llena como & una viga enrejada, de seccién variable.

Explicaremos el método por medio de un ejemplo, resolviendo el problema
para una viga contigua sobre cuatro apoyos (), {1), (2), (3), de tres tramos I,
Iz, 13 (fig. 6).

Ademas daremos por sabida la determinacion de 1a elastica para vigas de
alma llena y enrejadas.

Supongamos como superficie de momentos sobre los dos primeros tramos
I, v Tz untriangulo cualquiera cuyo vértice quede sobre elapoyo intermedio (1).
Dibujemos en seguida, siguieudo el procedimiento de Mohr, la elastica correspon-
diente a esa superficie de momentos, como poligono o curva funicular de ciertas
fuerzas o, dependientes del area de momentos y del trabajo interno de defor-
macion.

Sean W'; v Wy las resultantes de las fuerzas o correspondiente a loa tra-
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mos Iy y Iz, respectivamente y sea R; la resultanie de los « de ambos tramos
(Ri= Wi+ W'}

La posicién de cada una de estas tres resultantes se encuentra sencillamente
por interseceion de los lados extremos del funicular correspondiente o por las
tangentes en los puntes extremos en caso de considerar la curva.

Exactamente lo meismo se hace con loa tramos Is y I», considerando a (2)
como apoyo intermedio y se encuentran las fuerzas W's , W3 y Re y asi se sigue
hasta llegar al otro extremo de la viga.

¥
f)

’ ﬁ_----_,-----b-... e ———— . ———
DL—.—.--—----_-D R bkl

Apliquese ahora el método conocido tomando en lugar de las sverticales del
tercio de la luzs las lineas de accidn de las fuerzas W y en lugar de las wwverticales
trasladadas de apoyo» las lineas de accidon de las resultantes R y se obtendran in-
mediamente les puntos fijos izquierdos F y los derechos F'.

Con mayor sencillez atn y sin recurrir al método ya meneionado ge encuen-
iran los puntos fijos de la signiente manera:

Sean 0y, 11, 24 los puntos del primer funicular que se eneuentran a plomo
de loa apoyos (0}, (1), (2) cuvos lados extremos designaremos por 8’y y 871 .

Sean lo, 22, 32, 8’2, &2 los mismos puntos ¥ rectas corregpondientes del
segundo funicular. Ete.
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Entonces la interseccion de la recta 0y 11 con 8”7 estid situada sobre la
vertical de Fq .

Si (F2) eslainterseccion de la misma vertical con 8';, la recta (F3)
2; corta alarecta 5”2 en un punto gue gueda sobre la vertical de Fy; ete.

De la misma manera se procede empezando desde el apoyo extremo derecho
v se obtendran asi los puntos fijos derechos F°.

Se trazard la recta 32 22, su interseccion con 8'; fija los puntos F'p y
(F2).

Después se trazard larecta {F¥'» )} 11 cuya interseccién eon §'; define el
puntoe F’'y como se indica en la figura,

La demostracion de este segundo método se reduce a un sencillo problema
de geometria plana, como puede verse si se compara la nueva construecion con
la ya dibujada debajo.

(OBRSERVACION

Como los lados extremoa de las elasticas en forma de funiculares de eada
dos tranios veeinos, no representan otra cosa que las prolongaciones hacia atras
de las elasticas de los tramos adyacentes, imaginados rigidos y sin carga, se de.
duee que para las vigas enrejadas deben tomarse en cuenta también las fuerzas
w que obran en los nudos de apoyo.

Solamente para el primer y altimo apoyo es indiferente tomar o né en cuen-
ta las fuerzas « que alli actiian, porque la posicion de los puntos fijos es indepen-
diente de ellas. Uno puede convencerse faciimente de lo afirmado, haciendo un
dibujo a mano alzada de las elasticas.

La fuerza w que obra sobre el nudo del apoyo intermedio de dos tramos ve-
¢inos, (por ej.: la fuerza o que obra en el punto 11 dé la primera elastica) puede
contarse (en caso de enrejado} como perteneciente al tramo izquierdo o al dere
cho, indiferenternente, para determinar las resultantes parciales W' y W”. En
ambos casos se llega a Ia misma posicién de los puntos fijos, como puede verifi-
carse también con auxilio de un esquema.

i) LINEA DE INFLUENCIA DE UN MOMENTO DE APOYO

De las relaciones generales entre las lineas elasticas y las lineas de influen-
tia, deducidas del teorema de Maxwell, resuita que la linea de influencia de lcs
momentos en un punto A de una viga puede interpretarse como la elastica que se
obtiene imaginando intercalada en el punto A de la viga una articalacién y apii-
cando en el extremo A del troze de la izquierda un momento igual y de signo
contrario al que se aplica en el extremo A de! trozo de Ia derecha. El valor de
esto momento debe ser tal que el angulo de la rotacién relativa de las dos seecio-
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nes en A sea de la magnitud P = 1 (es decir: igual a la magnitud representativa
de la carga movil P = 1t ).

Et angulo de la rotacion relativa queda definido graficamente por la distan-
cia entre las tangentes trazadas a las dos elasticas en el punto de articulacion hi-
potético y medida sobre la ordenada trazada a la distancia 1 del punto de rota-

cion,
TP AN
Eg Zz) gE’ I > bzp E
B e — _;"] :

o pn o]

Aplicacion de lo anterior a la linea de influencia del momento M., corres
pondiente al apoyo C de la viga continua con & tramos desiguales, representada en
la Fig. 7:

Imaginemos intercalada en el punto C de la viga una articulaciéon y supon-
gamos que, sin variar las cendiciones de apoyo, han girado las secciones C en
sentido contrario por la aplicacion en C de momentos iguales y de signo con
trario. )

Bajo estas condiciones se obtiene Ia elastica dibnjada en la figura Ta), que
puede considerarse como ia linea de influencia Elc“.

La ordenada e, entre las tangentes by y bsz trazadas en el punto C, me-
dida a la distancia horizontal 1 m de C es la representacion grafica de la carga
unitaria mévil P = 1t y al mismo tiempo es la unidad de medida {=1tm) para
las ordenadas de la linea de influencia.

Sillamamos e; ¥ ex las ordenadas que quedan entre by, bz y el eje de re-
ferencia 0, medidas a la distancia 1 de C, alaizquierda y a la derecha, res

pectivamente, tendremos:

e = e 4 g3 = '™
(Continuara).





