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FSTA13TLID ..\J) SiSM1CA DE LAS CONSTRl CCIONES

i'-:OTA.--[::n cl presente Ancxo al in forme anterior, se proponcn algunos cjemplos de calculo
de est.abilldad de las consr ruccfcnes someridas a temblorcs. Expuestos estes ejemplos simples, con

suticientes deralles. pueden scrvir de base para resolver casos mas compllcados: de todos modes,
cllos muescran tambien que Ius cscalas de inrensidad de los temblores, auri las ascalas absoluras
como las que se indican en cl in forme (que definen la Intcnstdud del sismo pOT el valor maximo de

la acclcracion de su movimiento) no bascun para deterrninar eJ cfecro sabre las construccioncs: in­

fluye rnmbien cl desplaznmlento maximo 0 amplttud del rnovtrniento. prcsentandosc tcdavie cases

de rcsonancla que conducen a valores infinitos de los esfuerzos elasrtcos que se producen en las
construccrcncs. heche de surna irnportancia, como se comprende y que debe cvttarsc cutdadosa­
mente

CffiRACTERisTICAS DE LOS TEMBLORES

Los temblores const.ituyen rnovimientos vibrarorios del suelo La corteza tc­

rrestre puede considerarse como un sistema de elementos materiales, cuya distri­
bucion en el estado de reposo es tal que para cada uno de estes elementos las
acciones que los demas ejercen sabre e! se hacen equilibrio. Cuando una parte de
estc sistema es sacada de aquella posicion de reposo por una causa inicial. (cuya
naturuleza ---tect6nica, volcanica u ou-a- -- no interesa en la presente cuesti6n) el

equilibrio se rompe, pucs han variado las posiciones de los elementos constitutivos

del sistema Las fuerzas que antes se anulaban, tendran ahara una resultante que
estura dirigida. para cada elemento. haeia In antigua posicion, edemas csas fuer­
zas. scgun la Ley fundamental de Hooke a que obedece la materia solida. deben
xer proporcionales a los desplazamientos que Ies dieron origen, 0 sea que, en re­

sumen dichas Iuerzas cumplen can las dos condiciones que Ia Mecanica ensefia

que son necesarias para que las masas sabre las cuales actuan, adquieran un movi­
micnto armonico simple
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En seguida csce movimiento inicial sc propaga a todas las masas adyacentes,
propagacion que se verifica can una velocidad que depende del modulo de elastici­
dad y de la densidad de la materia en que la propagacion se produce. Como estas

caracterfsticas son diferentes para los diferentes terrenos, esa velocidad es variable;
edemas al encontrar superficies de separacion entre terrenos de naturaleaas diver­
ses, deben ocurrtr fenornenos de reflexi6n y refraeci6n de los raves segun los cua­

Ies se propaga el movimiento sfsrrrico.
Este fenomeno de la propagaclon no modifiea fundamentalment.: la camcte­

ristica del movi-niento sisrnico. de modo que en un punto cualquiera de la tierra
eJ puede representarse per la ecuacion dc los movimientos armonicos simples que es

t
z-, D. sen 21tT

En esta formula ZQ es el desplazamiento del terrene, en un instante t cuai­
quieta medido desde la posicion primittva de reposo, D. es la amplitud del movi­
rruento, 0 SC8 el mayor valor Que puede tcmar zo, y T cl perfodo de movimiento
vibrarorio

Como se ve, el temblor queda definido por los valores de D. y T, valores
que se miden experimentalmente por media de los sismografos. De los valores de
estas caracterfsricas se puede tamblen calcular la aceleracion maxima g' del movi­
miento (valor maximo que tiene iugar en el instante en que el sentido del movi­
miento cambia). Dertvando dos veces la ecuacion (1) resulta en efecto, en valor
absoluto.

g' =

(2)
Se compare generalmente, come se deja constancia en el informe, esta acele­

raclon con la de la gravedad (g=9,Sl mlseg'') y el factor de relac'on se considera
como un Indice de la violencta del sisrno. en las llamadas escalas absolutes.

Dos de los elementos T, � g' definen por tanto, Fisicamente, el movimienro
sismico

Los sism6grafos POI' otra parte, descomponen la -amplitud � en tres compo­
nentes: una vertical y dos horizontalcs. esras ultirnas segun dos direcciones gene­
ralmente norrrrales (N-S y 1:::-0, por ejcmplo). Para un calculo de estubilidad
5610 interesa una descomposicion en dos componentes: una vertical y otra hori­
zontal. Esta ultima es la mas importance: la componente vertical es generalmente
menor, de modo que se hace sensible cuando In componente horizontal alcanza
valores destructores.

Una ultima caracteristica de los temblores es Ia velocidad COil que sc propa­
gan Si .�_ es la densidad del medic y _':. el module de elasticidad correspondiente
a la clase de vibracion de que se trata. la velocidad de propagacion de un movi-

mien to vibratorio en un medic clast.icc vale V = 1/�'�· Esta f6rmula es aplicable
a los movimientos sismicos: .?__

seria la densidad del terrene en que se propaga cl
temblor y n el modulo de elasticidad. Ahora bien, l a Sismologta ha pedicle com-
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probar que las vibraciones sismicas oueden ser de varias naturalezas entre las cuales
son fundamentales las vibractones transversales (en las cuaies la velocidad de las

particules es perpendicular a la velocidad de propagacicn) y las vibraciones 10n­

gitudinales, (en que ambas velocidades tienen la misma direccion) .•t>... cada una de
estas vibraciones corrcsponde un modulo de clasticidad diferente y por tanto una

velocidad de propagacicn diferente. Asi. la velocidad de las vibraciones transver­

sales es alrededor de los 4.0 kmlseg. y la de las vibraciones longitudinales es

proximamcnte de 7.2 kmlseg.
Del conccirmento de est.a diferentc velocidad de propagacion se deduce por

un calculo muy sencillo la distancia a que se cncuentra el centro de sacudimiento.

origen del temblor.
Para los celculos de estabilidad, 13 velocidad de propagacion del temblor no

interesa. En efecro. para dimensiones con-ientes de las obras, el ticmpo que demoru
una vibracion del sisrno para pasar de un elemento a otro de la construccion (dos
muros paralelos por ejemplo) cs tan pequefio, que es aproximacion suficiente su­

ponerlo nulo y aceptar por tanto 1[1 concordancia de rase del movimicntc de todos
los elementos de una construccion.

EjEMPLOS OF CALCULO DE CSTABILIDAD

(,/\,\'0 lv-=Pieza empotrada en La [undacion, librr en ef extrema, sometido al ejecta
de fa masa bropia

En estc case estan los muros de circunvalacion, las chimeneas. los tranques, etc

a) Pieza prismlltica.
Sean: Fig a

1-1 Ia altura de le pieza
f)), Ia seccion transversal

cl momenta de inercia de la
seccion transversal, respecto
de un eje que pasa por su

centro de gravedad J'- es per­

pendicular al plano en que
se verifica el movimiento sis­
mice.

p la densidad del material
E el m6dulo de Young del ma­

terral.

Consideraremos el caso del movimiento horizontal del suelo. caracterizado como

sc ha dicho par una ecuacion tal como

x

(B, /

/ I'B.?
/ I
i /

B

i'

Ij s ,

Fi�a
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Zo=6, sen 2 rt

T

en la cue! 6. cs la amplitud de Ia oscilacion sismica y -I' el periodc.
La aceleracion maxima gl del movimiento oscilatorio serfa

La pieza A B cuando es sac ada de su posicion de equilibrio y Iuego dejada en

libertad de moverse, ejecuta vibraciones de perfodos propios 't1 't2 't;J" vi bra­
clones libres que dcpenden de sus dimensiones geometricas y de las caracterfsticas
elasticas del material de que est a hecha. En general, "; (periodo del movimiento
sismica) sera distintc de T.

Las vibractones libres de la pieza son arnortiguadas: las vfbrac.iones sismicas
del suelo, durante un t.iempo mas 0 menos largo pueden considerarse sin amorti­
guamiento. De aqui resulta que Ia vibracion de la pieza al cabo de corto tiempo
se verificara no con alguno de sus perfodos propios sino con el pertodo 1· de la
vibraci6n del suelo (vibracion forzada). La vibracicn forzada tendra el mismc pe­
dodo que la vibraci6n en el caso de resonancia, 0 sea cuando T sea un multiple
entero de 't.

Por ultimo sc supondra cue durante 1a vibraci6n forzada, todos los elementos
de la pieza vibran en concordancia de fase (vibracion normal).

Sea entonces A2 B2 la posicion extrema de Ia pieaa (instante -�) y Ai Bt2
una posicion cualquiera {instante t). Si z es el desplazamiento maximo y z' el
desplazamiento cualquiera, sc tendra

z'=z sen 2 'It

T (J)

Cuando la piezu esta en Ai B1 las unicas fuerzas que actuan sabre eJia son

las rcacciones de mercia. (Se repone que el desplome cs suficientemente pequefio
para poder despreciar el memento del peso prcpio). La ecuacion diferencial de la
elastica es entonces

E J
61 Z' i5 2 z.'

() x1
-t- p to

5t'ii'
-- 0 (4)

Perc de 13 ecuacion (3) se saca

= sen ::" _t_ 013
T �7

valores que reemplazados en (4) dan
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EI z=o

�jUC sera la ecuacion diferencial de la elastica eXtrCl113 .1\2 82,
51 se hace

4n2po) .1
. �R

EI T'
la ecuacion diferencial queda

que tiene como solucion general

Z = Ae RX+Be -Rx+Ccos Rx q-Ei sen Rx

Para determinar las cuatro constantes de integracion A, B, C:, 0, se introdu­

cen las condiciones en los Iimites, que son las slguientes: en e1 empotramicnto
(x = 0) se debe tcncr

dx
= 0 (tangente vertical, que es 1a condici6n de empotramiento)

En cl extreme libre (x = H) debe tenor
.

= 0 (no hay memento solicitante)

o (no hay esfuerzo de corte).

Los valores de las derivadas sucesivas son

dz-
= R (Ac RX-Be-Rx-·-Csen Rx +D cos Rx)

dx

R2 (A',e Rx + Be-Rx·---CCO$ Rx-Dsen Rx)

d;l z
= R:J (Ae R x ---- Be - Rx + Csen Rx -Deos Rx)

d xi"-

Luego las ecuaciones que deterrninan A, B, C, D, son

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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(10)

(! I)

AeRH + Be-RH ._- C cos R I-:I -- L) sen IZ H = 0 ( 12)

AeRH + Be--RH + Csen RH - D cos RI-{ = 0 (13 )

Ccmbinando estas des ultimas ecuacicnes se las puede reemplazar per las des

siguientes. que ticncn dos de las incognitas explicitas

C = AeRII (cos RI-l -- sell RI-l) + Be-RH «(;OS RH +- sen t.."!.J-I) (14)

0= AeRH (sen RI-l + cos RH) + Be---RII (sen RI-I·· cos RI-I) (15)

Las ecuacicnes (5) (8) (l) (I 0) (11) (14) y (15) resuelvcn rotalrnentc el pro­

blcma de Ia soltcitacion de la pieza .. En efecto, conocido el perfodo T del 1110'\/1-

miento 51:;!11ico, Ja ecuacion (5) permite calcular R_ Las ccuaciones (10) (1 I) (14)
y (15) dan entonces los valores de .1'\, B, C y D, con los cuales la ecuaclcn (6) cia

d-z ds z d2z
la elastica, la (B) los valores de --d-2- Y 18 (9) los de -d3: Si se multtpllcu ---2

x x dx
ds z

por Else tendra el momenta de flexion v si sc multiplica d 3 par L, I sc ten-
,

x

dra el esfuerzo de corte

Valor de R,---Como se dijo. H_ depende segun (5) del periodo de lu vibracicn
Cuando Ia piezu oscila Iibrcmente, R debe satisfacer a la ecuacion (que Sf: deduce
de las anteriores hacienda en elias U = 0),

2 + eHH cos RH + e -RH cos Rl i = 0

que se satisface con los valores

R,H 0,5969 1t

R,I-l � I ,4942 rt .

Ral-l � 25003 n
,

o en general con un valor

RH = s 7t

Llevando este valor en (5) se rendre (se trata de vibraciones libres y por tan­

to se debe reemplazar T por 't)
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de dande

l.uego los periodos propios de cscilacion de la pieza son

etc.

Si el Si51110 posee cualquiera de estos perfodos. las cuatro constantes toman

<:1 valor infinite, 10 que indica que cuando se produce la resonancia las deforma­
ciones crecen indefinidamente. La vida de la pieza dcpende aqui solamente de que

el sismo sea suficientemente corto para que no sc alcance 1a ruptura.
Cuando no hay resonancia, 0 sea cuando R H tiene valores distintos de

O,59691t, 1,4942 To, 2,50031t, etc., Ia elastica que sc produce dcpende del valor de

R Hosea del periodo 1"" del sismo. j\ cada perfodo, por tanto, correspondera una

distinta reparticion de los mementos y esfuerzos de corte.

ApUcacion numerica.. -Sea elcaso de un muro de concreto (p g = 2400 K/n"r!3; E

= 1,5 X 1 0"' Kg1m�) de espesor e = 0,50 m. sometido a un sismo cuyas vibraciones,

que se realizan en el sentido del espesor, estan caracterizadas POf una amplitud
I

�=Oo,025 m. y una aceleracion g' =

5 g = 1,962 m/seg"

10 que corresponde a un periodo T = 2 1t

Se calcula R por la formula (5)
4

_ /4nf(�pR - VETT'

1/71:;' --, = 0,224 seg
g

Aqui '1'2
1

ycomog'=-g5

0) �

\e )1�� -Le
12 a

OJ 12
luego -=

7
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Luego 4
r--rx-r-rr-r-

R � V /��,�, 0,280

Estudiatemos tres casos.

l er caso

H � 5 m.

eRH � 4,0552
c-RH � 0,2466

Entonces RH,=J,400=80oI31
cos RH=+O,I699
sen RH� +0,9855

Incroducienclo estes valores en las ecuaciones (10) (II) (14) y (IS) se en­

cuentra

A B
r.

� 0,1463 -[\,
� 1,0411

C D
/\

-- 0,1874 A- 0,8948

Con estos valores se han calculado para diez secciones de Ja pieza los va[ores
z

, .
d2z "

.de 6 (que dan Ja elastica), los de -�;{x:t / R - tl (que son proporcionales a los mo-

d'z
mentos) y los de 'd_;'a- I R;j.6,_ (que son proporcionales a los esfuerzos de corte).

i d2 z d Iz

I i sen Rx
z !

-

X '" Rx oRX e_RX cos Rx dx2 dx)
grudos I , ,

, ",

----I---I-,_J�__=I_�'", _._--,---_. ---'-----1--- --.--�-.

,

0' I 1.0001
' I i

0 c- \,000 1,000, 0,000[1.000; 1.375' ....-1.790
0.1 1-1.. Q,140[ 8001'1 1.150 0.870 0,9901 0, I 39 I.O! 3 1.137' -·I.G4l)
0,2 ,,1.. 0.280: 16"03'

13231
0,755 0,961; 0,270 1.048i 0,(H4i ---- 1,50')

O.3H, 0,42U: 2400�'i 1,522 0,657 0,913' 0,408 1,102' �:���i .-1,357
0,4 f·] . 0,560: 32"O5'! 1751 0,571 0,8471 0,531 1,169 --1,19b
0,5 I-I .. 0,700i 40"0(/ 2,014, O,4{)7 0,7651 0,644 1.24b; O,JRO! · .. ·J,027
O,6H. 0,840: 4('l�08f 2,316 0,432 0,66i 0,745 1.33 \: 0,247. ¥,-O,R47
O.7I·l. 0,9801 5&"09' 2,6&1: 0.375 O,55i 0,831' 1

..425: 0,141! -0,054
0,8 H. ) ,1201 1'>4°10" 3.065! 0.327 0,436

0,9001
I.5"J4 0,0(,f,! -0.451

0,9 H .. 1,2601 72°12' 3,5251 0,284 0,306 0,952 1,608, 0,016 -·0,232
I j 1,4001 80Ql3' 4,055 0,247 0.170 0,985 1,700: (1,0001 --0,000

I : I
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En la figura I se han dibujado a escalas relatlvas, con los datos que da la

tabla anterior, la elastica, Ja curva de morrrentos de flexion y Ia curva de esfuerzos

de corte de la pieza. Se ve que la seccion extrema de Ia pleza se mueve en el

mismo sentido que la seccion de empotramiento y que los valores meximos de los

mementos y esfuerzos de corte ocurren en el empotramicnto

Si para esta pieza (I-t = 5 m.) se calcula '[I' sc encuentra '[1 = 0, I 32 seg.,

10 que indica que T es superior al mayor perfodo de resonancia

2.° caso

H:;= [0 metros

RH � 2,800 � 160';26'
c RH � 16,444

'

e
- RH� 0,061

Con estos valores se encuentra

� - 0,0341

+ 0,7023

cos Rl-l = - 0,9422
sen RH � + 0,3349

B
� +O,JJl6

A
o

6-
� + 0,3654

con los cuales se ha culculado la tabla que sigue:

IJ

0,1 H

0,2 I r
0_3 H ..

0,4 I r

0,5 H.

O,6H.
0,7 H.

0,8 H.

0,9 H.
f-I.

x R,

grades j cosR»
i z

dZz d3z

seng,x ' dxZ Jx3

1 6-
RZd i RJ.aI I '

--, --I-----!-
0000, 1 OOlli

- 0 .f05 -0731

O,27(Ji Q,Q78: ·-0568, -0,452
0,531 0.917 -0:6591 --0,IR7

�'--'I--oo-!.I-�-,O�:';'- -�-.�:il------,t,.,�(�Otl0,2801160'03, 1,32310.755; '-1.

0.560 '32<)05'1 1.751' 0,571' (),847

0,840j 48008'1
2,316 OAJ:!-; 0.667

1.120j 64"10' 3.0651 0,3271 0,436

1,400 80013' 4,055: 0,247, 0,170
0,186'
01411

0:1061
a,ORO

0.0611

1,680 96"16':

1,(_l(JO! 112"18<
2.-::'4' 128021'1
2, ;21 144023'12,801 160P2b'!

5)(.5
7099'

9·NJ!
12,4281
16,544:

-0,379i
." .. a,b2°1
-.0,813,
-··0,942

0,8091'0_63')

0,4231
0,16b!

--·0,123,
--0,434i

--0,7541
-"I. JODi

0,745:
0.900:
0,985
0,994
0,925
0.784

0,582
0_335

--0,671 +O,O(A
--0,611 -1-0.259
-0.536 +0,410
-,,0,400 0,494

--·0,267. 0.505

-""·0,138; 0,421

--"0,0401 0,247
0,000 0,000

0,109'
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Para esta pieza (H = 10 m.) se encuentra

't1 =' 0,528 seg.

";2
= 0,084 seg

10 que indica que Testa comprendido entre el primero y el segundo perfodo de re­

sonancia. Notese que a esta circunstancia corresponde una inversion de la elastica,

puesto que a un desplazamiento hacia la derecha de la secci6n de empotramiento
corresponde un desplazamiento hacia Ja jzquierda de Ia seccion extrema .. Ademas.
ahara hay maximcs de los mementos y esfuerzos de corte en sccciones distintas

de la de empotramiento (figure 2).
s= caso

H = 15 metros

RH � 4,200 � 240· 38'

eRR = 66,683

e-RH�U,OJ5
cos RH � ,_ 0,4904
sen RI-l. = �.� 0,8715

valores con los cuales resulta

,,0,0164
B

E
D

/).
+ J ,4787

A

I"

C

/).

+ 1,4623

� - 0,4459

De aqui sc ha deducido la siguiente tabla

I
z I d2z I J37

R, R, cos Rx SC!1 K, I

x cRX e-RX .'1 I ��-I dx3

gmdosi
I

! R26 , F.3,:}

-,--I
, I

.1.,.--- ,
-

.- ._.!

i ,
, ,
,

1_00°1
,

0 0 D" 1,000 I

OO�I
0000 1,000 I ,�;92 2,957

0,1 H .. 0.420: 24°()4': 1.522 0,6)/ O.I)J3 t).40!�; 1,134: O,7J!{ "2.522

0,2 H., O.R40· 48vOW 2.3H�i 1l,432 O.��_l7! 0.74;! i,JQQ: -n.zoz 1,990

D,3 H .. 1,260 72"12" ] _525: O,2�"-'i ! O,3()(" (J,t,;:!i l,«�q ,(1,1)):; --1_15 J

0.' II
.. I bRoi LJ6"I\.l': 5 36'1' 0,18(11 --(JIO(} 0.994! 1,705' --,I,l37 -·0,(A'3

0,5 H. 2

100j
12[)"II)'i S:16(l1 O,122l D,505 0),(1) ! , 5 3 1 � 1.475" 0,034

0,(111 2,520 144"2.3,1 12,42><.1 O.OAO --U)'ll : 0,5H2 I, 135 -··,1.249 (J,551

1l.7 II. 2.940 IhR"I7'; 1.'�,qI5i 0,0"; 0_'·)801 o IDOl O,50ll 05){',() (),C;72

0,8 H
.. 3.31,°1 192030': 28.7rl.':! O.{)Jj O,'}7d ----1).211) -0.307; - -·0.5:)7 LOll

l}_�) I ! J.7X01 2Jt)n34' 43.�J41 0,01.3 ,,08031 .-.O.59(�: --1.214: 0.15':\ o_21:-\

H 4,20°1 24()"3W h:, �,P3! n.o 15 u 49()' --Q,f:?1 ](Hi'i f),000 O,iI(J[j
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con cuyos valores se han dibujado en la ftgura 3 la elastica, la curva de momen­

tos y la curva de esfuerzos de corte de la pieza.
En este caso se observa tambien la inversion de Ia elastica, pero esta inver­

si6n es mas corrrpleja que Ia del caso 2, pues parte de la pieza se mueve rclati­
vamente en el mismo sentido que la seccion de empotramiento y parte en sentido
conrrario

Hay aSI un punto de inflexion de la elastica, que ccrresponde a un memento
de flexion nulo. Lqs mementos son de des signos y 10 propio ocurre can los es­

fuerzos de corte, prcsentandose Iuera de los valores maximos de la seccion de em­

potramiento, otros maxirnos a mayor altura relative que en el caso 2.
Corne se ve, un mismo sismo produce efectos muy diversos scgun sea la

altura de la pieza. Reciprocamentc, sabre una misma pieza los efectos variaran
grandemente con el perfodo del sisrno. aun cuando sea el mismo el valor de 13
aceleracion maxima, 10 que indica que no basta este coeficiente sfsmico para carac­

tertzar la violencia de un temblor.
E! memento maximo ocurrc para el primer caso en el empotramientc y vale

mmox�l, )748 R'6EI
I, � 1,5 X 10"

I = .!_. (0,5):1 por. m. 1. de mUTO
�2

.

R � 0,28
"" � 0.0025

con 10 curd
m max

= 4210 Kgr mtrs

El esfuerzo de corte maximo ocurre tamhien en cl empotramiento y vale

r�max = E I 1,7896 R3L\
� 1536 Kgr.

Si sc asimilase la solicitacton de 18 pieza al de una carga uniformemente re­

part.ida horizontal correspondiente a la aceleracion g' del sismo. el memento
maximo ocurriria tambien en cl cmpotronamiento y valdria

mmax = p I I'
12

siendo

r � 0,5 X 480�240, y H � 5
can 10 eual

m max
= 3000 Kgrmts

y el csfuerzo de corte maximo serfa

FmHx�pH�1200 Kg.
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La solicitacion efectiva, como se ve, es 40% mayor para los mementos y

28% para los esfuerzos de corte. Pero, en general, la forma de las curvas de
momentos y de esfuerzos de corte es asimilable a aquella solicitacion.

En los casas 2 y 3 los mementos y esfuerzos de corte en el empotramiento
son relativamente infetiores (porque son casas CjL1e han rcsultado alejados de la

resonancia) ; perc es notable cl hecho de que otros maximos de esros elementos
ocurren en secciones situadas a diversas alturas. Todo esro muestra que se puede
cometer grave error al asirnilar el efecto del temblor a una espccie de viento ho­

rizontal.

Momenio maximo.--EI memento maximo ocurre para

, Gi'�Z2-L
= 0 al mismo tiempo que para

lx

La primera condici6n, correspondiente al caso en que R e'; data del problema,
conduce a la ecuacion

AeRx Be--·Rx -J-- C sen Rx D cos Rx = 0 (16)

que se sat.isface para cicrto valor Rx "'" E

de donde se puede cleterminar x, a sea en que secci6n se produce el mornento

maximo para un valor dado de R (0 sea de T)
Por ejemplo. si se n-ata de determiner la condicion para que el memento

maximo se produzca en la secci6n de empotramiento (x = 0) l a ecuacicn (\6) con­

duce a 1a relacion
A--B D�()

la que com binada con la ecuacion (11) da

o sea

c _·R H sen RH-- e�R 1--1 cos Rt-f -]- e R}-[ sen RH + eRH cos R}-I = 0

ecuacion que transformada se puede escribir

I e2RH
tang RH = -_. __ .-

�

e 2 RH +

Esta ecuaci6n se satisface con el valor

RH � 2.3652
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10 que para el temblor conslderado en los ejernplos nurnericos propuestos. conduce
al valor

H = 8,45 mts.

o bien, para el primer caso de un muro de altura H = 5 metros exige un temblor
de perfodo T =·0,175 seg.

b) Pieza no prismatica

R'� f (x)

Cuando la pieza no es prismatica, 0 sea cuando J y W varian con x resultare

y por tanto la ecuacion diferencial por inregrar serfa

a' z
-[(x)z � 0

-�-.

integral que tambien puede hacerse
Pero en muchas construcciones sera mas frecuente el caso que I y co Vari811

por trozos (por ejemplo en los edificlos en correspondencla con los diferentes pisos).
Sea, por ejemplo. una pieza com-

puesta de tres trozcs, caractertzado cada
uno por los valores de 1 y co y por tan­

to por los valores de R.
AI integrar Ia ecuaci6n diferencial

de la elastica para cada trozo, aparece­
ran ahora en total 12 constantes por
determiner:

Ai B1 C, D, para el trozo

A2 B2 C2 D2 para el trozo

A3 B3 C, D3 para el trozo

o J
J K
K L

para 10 cual se dispone tambien de 12

ecuaciones, que son:

en el empotramien to 0:

para x = 0 debe ser (Z)I = 0 Y (-.�-�-) = 0, en donde el fnclice I indica que se

.
dx 1

trata de la elastica del trozo 0 J caractertzada por Ai B, C1 D1. Total dos ecua­
clones en 0

en la seccion )
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para x = HI se debe tener (3)1
( 0 Z

)��1

[::� ),
(::� ),

en donde cl Indice I indica que se [rata de Ja elastica del trozo 0 J y e] indice 2

que sc trata de la elastica J K.

Total 4 ecuaciones en ).

Del mismo modo se tendran 4 ecuaciones en K y 2 ecvaciones (���-/3 = 0

)

y l-� \ = 0 para x = H, + H2 + I-:I., en el extreme L. En resumen, hay 12 ecua-

ox' J
•

para determiner las 12 constantes. El problema no es mas di lie il, aun cuando los

calculos resulten mas engorrosos,
.

Caso 2.-Pieza empotrada en La [undacion, iibre en el extremo, que soporta una

masa ivl colocada en el extrema fibre y en que es desprecioole la Inasa protna de la

pieza (p = 0) .-La ecuacion diferenciai de la elasrtca E!�; ahora

04Z
E)----�O

ox4

I
,

-tfAI-

Integrando una vez se obtiene

Perc en cualquier secci6n se tiene

a

Z =Zmax sen 27t·,,[

de dondc

02Z 47t:!
__

� z

s t
� T2

Luegc la ecuacion de la tercera derivada es
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Integrando una segunda vez resulta

x+ B

Pero para
41t'M,

luego B � H
T'

y por tanto E I

Integrando nuevamcnte

E I __!_!_ = -

Ox
(H-x)' + C

oz
Pero para x = 0 es

----

= 0 Iuego C
ox

'

con

02
Jo cual L r ----­

oz

21t'Mo
a

T' (2Hx--x)

Integrando una ultima vez :

E I z

3

)I---i>.:2_ T + 0

Si en la eeuaei6n anterior se pone la condici6n para x = 0, :: = 0, 10 que ex­

presaria que no hay sismo, Ja ecuacion reprcsentarf [a vibracion libre cc la piezn
Se tiene entonces D = 0 y par tanto

_-
21t'M

O( 2
x"

JL, I z =

T'
Hx _,-

-)--

y hacienda aqui x e= H se debe tener Z =0, Luego

EI�

ecuaci6n que da el periodo de vibracion propia:

Poniendo la condicton que para x = 0 es Z = L\, sc cbtienc L) = 1::
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Luego

Hacienda aqul x = H se debe tener z = 0 ,Iuego

de dande
ElL>

I�------�

(E. I 4TI2MH'1
-

3 �r2 )

con 10 cual 1a ecuacion de 13 elastica queda

z

i,
� 1 +

( 17)

Notese que para T = "1; resulta z = intinito. 0 sea que habiendo resonancta,
la deformacion de 18 pieza creee indefinidarnente.

.

Derivando 1<1 ecuaci6n (1) se encuentra

Iz

L\ I,

02 Z

L\ {) X:.!·
41t� M

(H-x) :

Entonces eI momento de flexion valdrf

022 4n2MEIl\
m � E I

Q "

�

-1" E I _ {- ,,2 M H" (H - x)

El mayor momenta ocurrirf siemprc en el empotramiento y valdrf

"'MEI6H
mmax= T2EI_,�1t2M-H3

El esfuerzo de corte es constance y vale

Si se asimilase Ia solicitacion al de una pieza sometida a una fuerza horizon­
tal extrema de valor P = M g', el momento maximo valdrfa

(I 8)

(19)
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Pero

m max
= PH = MgJH

4n:2,6
gl =

Luego serfa m max

EI verdadero valor es

4n2MEI/\H
T2 E I -t TI2 :t'vI H·:r

10 que muestra que J<.I solicitacion cfectiva es siempre mayor,

Cc.sc 3. --008 fnuro.s iguales reunidos superiormerue por un biso rigido, supo­
ruendo adanas perfecto el empotramieruo entre el Piso y las muros.

Si el piso tiene una masa 2 :'vI y 1'-----------------,
los rnuros son iguales, cs natural que
sobre cada uno de ellos obrc la masa M,
supuesto ademas que Ia distancia entre

los dos muros es suficientemente peque­
Pia para que pueda considerarse que hay
concordancia de fase entre los dos sis­

mas que atacan simultaneamente los dos
muros

Las ecuaciones que resuelven el pro­
blema son las (6). (8) Y (9), pero ahora
las constantes A, B, O. D, deben satis­

facer las siguientes condiciones:

OZ
Para x = 0 es z = L:. y -'Sx

= 0, luego

______J

2M

A+B+C=Li
A-B+D�O

(20)
(21)

Ilz
Para x = H, es

a x
:". 0 puesto que el piso es rigido y hay ernpotramiento per-

fecto entre el y el muro. Luego

Por ultimo, para x = H se debe tener

(z)
x � H

625

(22)
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o sea

E I R3 (A.e I{ II Be -H.J-'I -i- C�C:l R J-{--JJ cos R l-f)

4,,'M

( H
1"

(!'.eRH+BcR -j-<:cosRH+DsenRH) �O

Perc

EfT' pOl

con Jo cual

,
M R l- (M R 1 ' ( MR \

AcR1-11+ Bc-RH 1+ +c senRH+---cosRH
. P (I) pw . PO)}

( MR 1----0 cos RH-- -- sen RH
pOl J

(23)

(iUC es la cuarra ecuacton de condicion entre 1\, B, C, D.

Eiemolo l1iunerico.,,··--Sean dos muros iguales de concreto, espesor e = 0,50,
altura H = 5 m. (como en ejemplo de pagina 6) unidos superiormente por un piso
rigldo CUY8. masa M (con-espondiente a 1/2 de la luz entre los muros) valga

M �

1200

g

Calculemos el termino

MR

pOl

MgR
� 0,28

pg co

Las ecuaciones (20) a (23) entre las constantcs conducen con esto a los va-

lorcs

A
7S:

� 0,0166

B

--z;:
� 0,9958

c::_ � 0,0124
!'l

Q_� 0,979)
c.
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x z/.:
a'z

/R' to �/R'J/(lx2 6 x3
_ _j,

0,0 1,000 1,021 --1,958
0,1 H 1,009 0,761 ·-1,819
0,2 H LOll 0,515 --1,674
0,3 H 1,069 0,291 ·-1.530

04 H Ll08 0,088 -1,376
0,5 I-I 1.150 --0.094 ·_·1,220
0,6 H 1,192 -0,252 -1,057
0,7 H 1224 -0,390 --0,883
0,8 H 1,254 -0,500 --0,713
0,9 H 1,270 --0,586 --0,5J6

H 1,278 --0,652 -0,J58

En la figura 4, de acuerdo con esta tabla, se han dibujado la elastica, 1a
curva de memento y la curva de esfuereos de corte correspondientes a este caso.

que es interesante comparar con el de pagina 6
Si se comparan los valores de esta tabla con los correspondientes al muro libre

en el extremo superior, (pag. 7), ec ve que los esfuerzos de corte son ahora ma­

yores en todas las secciones de la pieza. En cambro: los momentos son ahora me­

nores practicamente en la mitad inferior de la pieza ; en In mitad superior son

mayores.




