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[STARILIDAD SISMICA DR LAS CONSTRL CCIONES

Nora.—FEn ¢l presente Anexo al informe antérior, se proponen algunos gjemplos de caleulo
de éstahiiidad de bas construeciones sometidas a temblores. Expuestus estos ejemplos simples, con
suficientes deralles. pueden servir de base para resolver casos mas complicados; de todos mados,
cllos muestran rambién que las escalas de intensidad de Ios temblores, s las ascalas absolutas
como lzs que se indican en el informe (que definen Iz intensidad del sismo por el valor miximo de
la aceleracién de su movimiento) ne bustan para determinar el efécto scbre las construcciones: in-
fluye también el desplazamiento mixime o amplitud del movimiento, presentindose todavia casos
de resonancia que conducen a valores infinitos de los esfuerzos elasticos que se producen en las
construcciones, hecho de suma importancia, como sé comprende, ¥y que dehe evitarse cuidadosa-
mente,

CARACTERISTICAS DE LOS TEMBLORES

Los temblores constituyen movimientos vibratorios del suelo. la corteza te-
rrestre puede consiclerarse como un sistema de elementos materiales, cuya distri-
hucion en el estado de repose es tal que para cads uno de estos elementos las
acciones que los demas ejercen sobre é! ge hacen ecuilibrio. Cuando una parte de
este sistems es sacada de aquella posicion de reposo por una causa inicial, (cuya
natureleza —tectdnica, volcanica u otra-— no interesa en la presente cuestién) el
ejuilibrio se rompe, pues han variado las posiciones de los elementos constitutivos
del sistema. Las fuerzas que antes se anulaban, tendrdn ahora una resultante que
estard dirigida, para cada elemento. hacia la antigua posicién, ademés esas fuer-
zas, segln la Ley fundamental de Hooke a que obedece la materia sdlida, deben
ser proporcionaies a los desplazamientos que les dieron origen, o sea que, en re-
sumen dichas fuerzas cumplen con las dos condiciones <ue la Mecanica ensena
que son necesarias para que las masas sobre las cuales actiian, adquieran un movi-
micnto arménico simple.
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Ein seguida este movirmiento inicial se propaga 2 todas las masas adyacentes,
propagacion que se verifica con una velocidad que depende del madulo de elastici-
dad v de la densidad de la materia en que la propagacién se produce. Como estas
caracteristicas son diferentes para los diferentes terrenos, esa velocidad es variable;
ademas al encortrar superficies Je separacién entre terrenos de naturalezas diver-
ses, deben ocurrir fendmenos de reflexién y refraccion de los rayes segiin los cua-
les se propaga el movimiento sismico.

Este fenGmieno de la propagacién no modifica fundamentalment: la caracte-
ristica del movimiento sismico, de mado que en un punto cualquiera -de la tierra
&l puede representarse por la ecuacién de los movimientos arménicos simples gue es

t

zo = /N sen Zﬁ.—l;

En esta frmula zo es el desplazamiento del terreno, en un instante t cuai-
culera medido desde la posicién primitiva de reposo, /A es la amplitud del movi-
miento, o sea el mayor valor cue puede tomar z., ¥ T el periodo de movimiento
vibratorio.

Como se ve, el temblor queda definido por los valores de A\ y T, valores
gue se miden experimentalmente por medio de los sismégrafos. De los valores de
estas caracteristicas se puede también caleular la aceleracion méaxima g' del movi-
mientc {valor méximo cue tiene lugar en el instante en que el sentido del movi-
miento cambia). Derivando dos veces la ecuacién (1) resulta en efecto, en valor
absoluto.

4n A
gl g
T 2)

Se compara generalmente, como se deja constancia en el informe, esta acele-
racidn con la de la gravedad (2=9,81 miseg®) v el faztor de relacion se considera
como un Indice de la violencia del sismo, en las llamadas escalas absolutas.

Dos de los elementos T, /A g definen por tanto, fisicamente, ¢l movimiento
sismico.

Los sismigrafos por otra parte, descomponen la amplitud A en tres compo-
nentes: una vertical y dos horizontales, estas Gltimas segin dos direcciones gene-
ralmente norimales (N-5 y E-O, por ejemplo}. Para un cédleulo de estabilidad
silo interesa una descomiposicidn en dos componentes: una vertical ¥y otra hori-
zontal. Esta Gltima es la mas importante; la componente vertical es generalmente
menor, de modo que se hace sensible cuando la componente horizontal alcanza
valores destructores.

Una Gltima caracteristica de los temblores es la velocidad con que se propa-
gan. Si 9 es la densidad del medio v N el médulo de elasticidad correspondiente
a la clase de vibracién de que se trata, la velocidad de prepagacion de un movi-

—

miente vibratoric en un medio eldstico vale V:]/&_- lZsta férraula es aplicable

a los movimientos sismicos: d seria la densidad del terreno en que se propaga el
temblor ¥ N el médulo de elasticidad. Ahora hien, la Sismologiz ha podido com-
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probar que las vibraciones sismicas pueden ser de varias naturalezas entre las cuales
son fundamentales las vibraciones transversales (en las cuales la velocidad de las
particulas es perpendicular a la velocidad de propagacién) v las vibraciones lon-
gitudinales, {(en aue ambas velocidades tierien fa misma direccién). A cada una de
estas vibracicnes corresponde un mddulo de ¢lasticidad diferente y por tante una
velocidad de propagacién diferente. As!, la velocidad de las vibraciones transver-
sales es alrededor de los 4.0 knseg. v la de las vibraciones longitudinales es
proximamente de 7.2 kmiseg.

[Del conocimiente de esta diferente velocidad de propagacion se deduce por
un cilculo muy sencille fa distancia a que s encuentra el centro de sacudimiento,
origen clel temblor.

Para los céleulos de estabilidad, 1a velocidad de propagacion del temblor no
interesa, ['n efecto, para dimensiones corvientes de las obras, el tiempo que demora
una vibracidn del sismo para pasar de un elemento a otre de la construceida {dos
muros paralelos por ejemplo) es tan pegueilo, que es aproximacidn suficiente su-
porerlo nulo y aceptar por tante la concerdancia de fase del movimiento de rodos
los clementos de una construccion.

FJEMPLOS DE CALCULG DE BSTABILIDAD
CASC [.--Pieza empotrada en la fundacion, fibre en el extremo, sometida al efecto

de la masa propia

IIn estc caso estén los muros de circunvalacion, las chimeneas, los tranques, ete.

} a) Plieza prismdlica,
X Sean: Fig. a.
T SBs r H la altura de la pieza
8 1 / /he‘.- . la seccién transversal

I el momento de inercia de la
seccidn transversal, respecto

L 5: / / de un eje gue pasa por su
h % centro de gravedad y es per-
| 2E pendicular sl plano en que
' / / se verifica el movimiento sis-
i ' / mico.
Al 4;4 [As g la densidad del material
JL% oy ) [ el méduls de Young del ma-
h i:,{"' ﬁg’,a terial.

Consideraremos el case del movimiento horizontal del suclo, caracterizade como
se ha dicho por una ecuacién tal como
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t
o=/ senln 5

en la cual A es la amplitud de 1a oscilacién sismica v I el periodo.
La aceleracién maxima g’ del movimiento oscilatorio seria

) == 4’7t_2A_
']-2

1=3

La pieza A B cuando es sacada de su posicién de equilibrio v luego dejada en
libertad de moverse, ejecuta vibraciones de periodos propios T, Ty Ty .. vibra-
ciones libres que dependen de sus dimensiones geamétricas y de las caracteristicas
elasticas del material de que estd hecha. En general, = (periodo del movimiento
sfsmico) serd distinto de T.

{.as vibraciones libres de la pieza son amortiguadas; las vibraciones s{smicas
del suelo, durante un tiempo més o mencs largo pueden considerarse sin amorti-
guamiento. De aqui resulta que la vibracién de la pieza al cabo de corto tiempo
se verificard no con alguno de sus perfodos propios sino con el perfodo T de la
vibracién del suelo (vibracién forzada)., La vibracidn forzada tendra el mismo pe-
riodo que la vibracién en el caso de resonancia, o sea cuando 1 sea un mialtiplo
enterg de T

Por (ltimo se supondré gue durante la vibracién forzada, todos los elementos
de la pieza vibran en concordancia de fase (vibracién normaf).,

. . . . I
Sea entonces A, B, la posicién extrema de la pieza (instante -—2—) vy A B,

una posicidn cualquiera (instante t). $i z es el desplazamiento miximo vz el
desplazamiento cualquiera, se tendrd

t
z'=zsen 2 W™ __ 3
T (3

Cuando la pieza estd en A, B, las dnicas fuerzas que actan sohre ella son
las reacciones de inercia. (Se zupone que el desplome es suficientemente peuuelio
para poder despreciar ¢l momento del peso propio). La ecuacién diferencial de la
elastica es entorces

6z
e 22 g 4
— (4)

Pero de la ecuacion (3} se saca

=]

sl t ' 5%z 4w t
e TSN — — o Ty ESen2T®
§x T §x 5t I

re

valores que reemplazados en (4) dan
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., &tz 4rfpw
1 _a_;i___ —g z =()

wue serd la ecuacién diferencial de la eldstica extrema A, B,

Si se hace

4o w .
AEEY R (5)
E1 T2

la ecuacidn diferencial queda
o'z CRize
sx?

que tiene como solucidn general

z=Ae Rx} Be —R>4 Cceos Rx + DsenRx (&)

Para determinar las cuatro constantes de integracién A, B, C, D, se introdu-
cen las condiciones en los Hmites, que son las siguientes: en el empotramiento
(x = 0) se debe tener

EAEERNAY

iz . - .
o O (tangente vertical, que es la condicidon de empotramiernto).
X

En el extremo libre (x = H) dehe tener

d*z .
i = 0 (no hay momento solicitante)
di{ z
1o = 0 (no hay esfuerzo de corte).
it

Los valores de las derivadas sucesivas son

dz

e =R (AeRx—Be—Rx-_ Csen Rx - D cos Rx} {7
xX

dzz g R — R -

— " =R* (Ae~*x4+ Be ¥ Ccoos Rx —Dsen Rx) )
dx,

3 ) .
j ?{'=R3 {(AeR* ~Be—Rx4 Csen Rx—Decos Rx) (9)
1x

Luego las ecuaciones que determinan A, B, C, D, son
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A+B+C=A {10)
A—B4+D=0 (i

AeRH 4 BeRH _ Cros RH--Dsen RH = @ (12)
AeRH 4 Be—BRH 4 Ceen RH —DcosRH = 0 (13

Cpmbinando estas dos Ultimas ecuaciones se las puede reemplazar por lus dos
siguientes, cue tienen dos de las incdgnitas explicitas

C = AeBH (cos RH — sen RH) + BeBH (cos RH + sen RH) (14)

D = AeBH (sen RH + cos RH) 4+ Be=BH (sen RH - cos RID {15)
Las ecuacicnes (3) (8) (9) (10} (1) (14) v (13) resuelven totalmente el pro-
blema de la solicitacién de la pieza. En efecto, conocido el periodo T del movi-
miento sismico, la ecuacién (5) permite caleular R Las ecuaciones (10} (11) (14
y {15) dan entonces los valores de A, B, C v D, con los cuales la ecuacién (6) da
. d?z d3z - o dEz
la eléstica, la {#) los valores de EY la (9) los de s s multiplica aE
. . diz .
por I | se tendrd el momento de flexion v si se multiplica s PoT 1 se ten-
dré el esfuerzo de corte
Valor de R.--Como se dijo, R depende segiin (5) del perfodo de fa vibracion.
Cuando la pieza oscila libremente, R debe satisfacer 2 la ecuacién {que se deduce
de las anteriores haciendo en ellas /\ = (),

2+ eBH gos RH 4 ¢ —RH cos R = 0
que se satisface con los valores
Ry = 0,5969 . . ...

RoH = 14942 =n. ., ..

RH =

|
ad
o
o
=
-
A

o en general con un valor
RH=¢¢x

Llevando este valor en (5) se tendra (se trata de vibraciones libres v por tan-
to se debe reemplazar T por )

4

o

Ve H-

@
a3
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ZI—I V bW
T= —
ET
Luegze los pericdos propios de oscilacion de la pieza son
S <3 A VT
(0,59692n } El

W T
T (1.89427°R ]/ %

de donde

-

ok
o

212 oo
37 (2,5003) ¥n 1

51 el sismc posee cualguiera de estos perfodos, las cuatro constantes toman
¢l valor infinita, lo que indica que cuando se produce la rescnancia las deforma-
ciones crecen indefinidamente. La vida de la pieza depende aqui solamente de que
el sismo sea suficientemente corto para cue no se alcance la ruptura.

Cuando no hay resonancia, o sea cuando RH tiene valores distintos de
05969, 14942 %, 2,5003w, etc., la elastica que se produce depende del valor de
R H o sea del periodo T del sismo. A cada periodo, por tanto, corresponderé una
diztinta reparticién de los momentos y esfuerzos de corte.

Aplicacién numérica.- -Sea el caso de un muro de concreto (p g = 2400 K/{m"’; E
=15%10° Kegim® de espesor & = 0,50 m. sometido a un sismo cuyas vibraciones,
que se realizan en el sentido del espesor, estin caracterizadas por una amplitud

A=0"025 m. v una aceleracién g’ = g = 1,962 m/seg’

T—

7
lo que corresponde a un perfodo T = 2 ¢ 1;’ é, = (224 seg.
g

Se calcula R por la férmula (5

/41-:5(99
R= 1/ EITT

- !
Aqui 1% = 47!2%- vy como g’ =78

T = g2 22

gf
T e @ 12
I= -1 UeBD T T e
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Luego 4
17222 _ g2
= Vspmee =0
FEstudiaremos tres casos.
ler. caso.
H = 5m. Entonces RH=1,400=280~13’
eBH = 4 0552 cos RH= 40,1699
e—BH = 0 2406 sen RH= 40,9855

Introduciendo estos valores en las ecuaciones (10) (11) (14) y {15) se en-
cuentra

A B
A = 0146 = RO4
C D

- = — 01874 T = 08948

Con estos valores se han calculado para diez secciones de la pieza los valores

12 =

z ¢ o
de = (gue dan la elistica), los de i 2/R‘ A {que son proporcionales a los mo-
— A

d3z ;
mentos) v los de e / R34 (que son proporcionales a los esfuerzos de corte).

! ‘ i |
! | ! | d? z ‘ d3z
= | ‘ S N
X I Rx . Rx e RX | e.RX cosRx jsecnRx . — dx2 ' dxs
1 . grados i Fa —_ _—
3 j i R2 A ‘ B35
| | . |
6 ¢ e rocol  Looof 1000 0000 1000 1375 1790
CIML.. 0LOp 01 1150 0870 099 0,139 1013 1137 —1649
02FL... 02800 o3 13230 0755|0961 D276 1045 0,914 —1505
03H......0 0420, 24°G4| 1,522 0,657 0,913 0,408 1,1021 0714 -—1357
04 05600 32051 1751 05710 0847 0531 1169 0533 —119%
0500, . 0,7005 400 2014 0407 0765 0044 1246 0330] -.1027
DoH. 0,84(}: 45005 2316 0,432 0,667 0,745 1.331 0,247 ~-0,847
07 H., . (¢ ,‘JSUI 56009’ 2,604, 0375 0,357 0.8310 1 415; 0,14]! —0,654
a8H. . 1120l eeelor 3.065 0327 0,436 0,900 1514 0,006° —0 4351
09H.. . 1,2530! 72012/ 3,525 0,284 0,306 0,952 1,608 6,016, —0,232
| I ].400| 80”13’% 4,05% 0,247 0.170 (3,985 1,700 0,000] --0,000
| | ! ‘ ; | :
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n la figura 1 se han dibujado a escalas relativas, con los datos que da la
tabla anterior, la eldstica, la curva de menrentos de flexidn y la curva de esfuerzos
de corte de la pieza. Se ve que la seccidn extrema de la pieza se mueve en el
mismo sentide que la seccidn de empotramiento y cue los valores méximos de los
momentos v esfuerzos de corte ocurren en el empotramiento.

8i para esta pieza (H = 5m.) se calcula T, s¢ encuentra ¥, = 0,132 seg,
lo que indica que T es superior al mayor periodo de resonancia.

2.9 caso
H'= [ metros
RH = 2,800 = 160°26'
eRH = 16,444 cos RH = — 09472
e — RH= 0,061 sen RH = - 0,3349

Con estos valores se encuentra

A 0341 B o6
Iﬁ A
i = + 0,7023 —D = + 0,3654
A JAY
con los cuales se ha calculado la tabla que sigue:
! ’ : ‘ '. i 1
i ‘ : ! L 42z di
; Loz e ]
X ! kx Rx el eRx cosRx |senRx | oo dx2 dx3
grados l A ‘ e e
| ! 1 D RzA . R3A
—_— .i . —— —| ; —
0 ] ge L060] 10000 1000 0000, 10000 —0405 —0,731
0.0 B 0280 1ew03. 1323 0755) 0901 02760 09781 -—0568 —0,452
n2in.. . l 0,560 32005’ 1,751 0,571 (1.847 0,531 0,9]7_‘ —0,659, -—0,187
0.2 H... ..t 0,840 48°0% 2,316 0,432 0.667 0,745i 0,800 —0,671) 40064
0411 ... \ 1.120;  04¢107 3,063 0,327 0,430 0,900 0639 —0,631) 407259
05H. ... 1400 8013 4,055 0,247 0,170 0,985‘ 0,423 —0,33] 40410
06H. .. .. 1680, 9ored 5365 0,186 0,109 0994 Dd6e —-0.408 0,494
07H. 1060 L2018 70990 0,041 —037% 0,925 -~0,23 0267 0503
0. .| 224 182 039 0106 0,620 0784 —0.434] 0,138 042
0oH 2,52} 144023’ 12,42'\‘51 0,080, —0.813 0,582 -—0,754i -—-0,040 0,247
3 . ' 2,80; 160°26" 16,544 0,061 —0,042 4335 — 1100 0,000 0,000
‘ : | | ‘
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Para esta pieza (H= 10m.) se encuentra

T, = 0,528 seg.
Ty = 0,084 =ep.

lo que indica que T estd comprendido entre el primero y el segundo periodo de re-
sonancia. INOtese gue a esta circunstancia corresponde una inversién de la clastica,
puesto que a un desplazamiento hacia la derecha de la seccidn de empotramiento
corresponde un desplazamiento hacia la izquierda de la seccion extrema. Ademaés,
ahora hay maximos de los momentos v esfuerzos de corte en secciones distintas
de la de empotramiento (figura 2).

3 case

H = 1% metros
RH = 4,200 = 240° 38’

eRR = 66683 cos RH = -— 00,4904
e “RH =085 sen RH = — 0,8715
valores con los cuales resulta
A B
o= -0066 = 4 14623
A VAN
C D
— = -— 04459 o= 4+ 14787
JA FAN
De aqui se ha deducido la siguiente tabla
: | 1 [ ! |
i | ' ' ; 7. |
| , ‘ |z ‘ d2z d3z
I Rx | rRx | cos Rx | sen Rx | e N
X i f ‘ eRX eRX | A ‘ adx2 dx3
! . gr;‘;do.‘,i ‘ ! i ——] ———
_ ; ! CR2a R3a
. S N OO N U O e e
| | , ‘ 3
0 P00 o 1000l fo00l L0060 OCLe LO0G 1§92 - 2457
O0H.. ... 04200 24ep4n 1522 0657 0813 040% 1134 0738 2922
02 H. 08400 <ReO& 231 0,432 007 R399 0207 --1990
0.3 H. 1,260, 724127 35250 0284] 030w Lo2sl 4018 - 135]
04 HL. | Les0 Coclo’t 5363 018y —0109 L L70sE =337 - 0043
05 FH. . 20000 1200197 8 l6b G022 0.50F 1531 --1.475 00634
061 v 25200 1443l 12,4280 0080 0587 1135 1249 0551
0.7 20400 TeRa2FT 180I15] 0053 -0 02000 0500 090 0872
0,5 H 33000 192030r, 28 7asl 0033 | —-oziel 0307, 0537 1082
natL. ... 3780 2ueddt 43814 0.073 -0 e‘snﬂ 0,590 12140 0158 0238
H.. £200) 240038 cews3l 0015 04900 087, 1938 0000 (0.000
. ! | : .
i : ; : |
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con cuyos valores se han dibujado en la figura 3 la elastica, la curva de momen-
tos ¥ la curva de esfuerzos de corte de la pieza.

In este caso se observa también la inversidon de la elastica, pero esta inver-
sibn es més compleja que la del caso 2, pues parte de la pieza se mueve relati-
vamente en el mismo sentido que la seccién de empotramiento v parte en sentido
contrario,

Hay asi un punto de inflexién de la eldstica, que corresponde a un momento
de flexion nulo. Lgs momentos son de dos signos v lo propio ocurre con los es-
fuerzos de corte, presentindose fuera de los valores méaximos de la seccidn de em-
potramiento, otros maximos a mayer altura relativa gue en el caso 2.

Como se ve, un mismo sismo produce efectos muy diversos segiin sez la
altura de la pieza. Reciprocamente, sobre una misma pieza los efectos variaran
grandemente con el periodo del sismo, atin cuande sea el mismo el valar de la
aceleracion méxima, lo que indica que no basta este coeficiente sismico para carac-
terizar la violencia de un temblor.

Et momento miéximo ccurre para el primer caso en el empotramientc v vale

Mmax = 1, 3748 R* A L1
E =15 x10°
I= ‘-]i (0,5)% por. m. | de muro
R=hw
A = 0.002%

con lo cual
Mypax = 4210 Kgr mers.

[t esfuerzo de corte méximo ocurre tembién en el empotramiento v vale

Frax = 51 1.7806 R® 4
1536 Kar

St ose asimilase la solicitacién de la pieza 4l de una carga uniformemente re-
partida horizontai correspondiente a la  aceleracién g’ del sismo, €] momenta
méximo ocurriria también en el empotronamiento 3 valdria

My = —— p L2
1
siendo
p=05X480=240, y H = 5

con lo cual
M max = 3000 Kgrmes.

v ¢l esfuerzo de corte maximo seria

Fmax = pH=1200 Kg.
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La solicitacién eflectiva, como se ve, es 409, mayor para 105 momentos y
289, para los esfuerzos de corte. Pero, en general, la forma de les curvas de
momentos ¥ de esfuerzos de corte es asimilable a acuella solicitacién.

in los casos 2 v 3 los momentos v esluerzos de corte en el empotramiento
son relativamente inferiores (porque son casos cque han resultado algjados de la
resonancia); pero es notable el hecho de que otros méaximos de estos elementos
ocurren en secciones situadas a diversas alturas. Todo esto muestra cue se puede
cometer grave error al asimilar el efecto del temiblor a una especie de viento ho-
rizontal.

Momentc mdximo.— momento mMAaximo ocurre pard

{5

—+— = {} al mismo tiempo que para

[.a primera condicidn, correspondiente al caso en que R es dato del problema,
conduce a la ecuacion

AcPRx ~BeRx 4 Csen Rx-~DcosRx =0 (16
que se satisface para cierto valor Rx = E

de donde se puede ceterminar x, o sea en qué seccibn se produce el momento
ntaximo para un valor dado de R {0 sea de T)

Por ejemplo, si se trata de determinar la condicidén para que el momento
miximo se produzca en la seccidén de empotramiento (x = 0) la ecuacién (16) con-
Juce a la relacién

A—B =0
la que combinada con la ecuacién (11) da

D=0
¢ sea

e—RH gen RH— e~ RH gs RH + eRHsen RH 4 eRH cos RH = 0

ecuacién que transformade se puede escribir

{.-.g2RH

tang RH = CTRA |

Esta ecuacién se satisface con el valor

RH = 23652
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lo que para ¢l temblor considerado en los ejemplos numéricos propuestos, conduce
al valor

H = 8,45 mts.

o bien, para el primer caso de un muro de altura H = § metros exige un temblor
de perfodo T ='0,175 seg.

b) Pieza no prismdtica
Cuando la pieza no es prismética, o sea cuando J/ y © varfan con x resultara
=1 (x)
¥ por tanto la ecuacin diferencial por integrar serfa

8tz
LA P
v (x)z =

integral que también puede hacerse.
Pero en muchas construcciones serd més frecuente el caso que f y @ varfan
por trozos (por gjemplo en los edificios en correspondencia con los diferentes pisas).
Sea, por ejemplo, una pieza com-

puesta de tres trozos, caracterizado cada "1
uno por los valores de [ v ® y por tan- _—
to por los valores de R, T
Al integrar la ecuacitn diferencial }1‘5 w_,
de la elastica para cada trozo, aparece-
rdn ahora en totel 12 constantes por _![..._____K_d__
determinar:
H 1w

A B, C, D, para el trozo 0 J 2

A, B2 (,2 D, para el trozo J K _Jl._____‘i

A, B, C, D, para el trozo K L
para lo cual se dispone también de 12 H, | ]'w' A,
ecuaciones, que Somn: I o

FITTTTDTITTI.

en el empotramiento 0:

para x =0 debe ser (z); =0y (j{) =0, en donde el indice 1 indica que se
R x N

trata de la elastica del trozo ¢t J caracterizada por A B €, D). Totul dos ecua-
ciones en ().

en la seccidn J
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para x = H, se debe tener  (3), (2),

1
= ()
\d ax 2
8z K
- G
( iz _ (53 |
) 85 )2
en donde ¢l Indice 1 indica gue se trata de la eldstica del troza 0 ] vy el indice 2
que se trata de la eléstica ] K.

Total 4 ecuaciones en }.

Del mismo modo se tendran 4 ecuaciones en K v 2 ecuaciones — =
8

3
(,Zizs} = 0 para x = H, + H, 4 [, en el extremo L. En resumen. hay 12 ecua-
para determinar las 12 constantes. El problema no es mas dificil, ain cuando los
calculos resulten mas engorrosos,

Caso 2.—Pieza empotrada en la fundocidn, fibre en el extremo, que soporte una
masa M colocada en el extremo libre y en que es despreciable la masa propia de la
pieza (p = 0)—L.a ecuaciin diferencial de la eifstica es ahora

H)
E1 27 _g
J,. _.‘ ox4
Ay s ‘_\nll Integrando una vez se obtiene
Ly

Y

54z
8%z
El —— =A=NM .
ox st fx=H
Pero en cualcuier seccién se tiene
a
Z = Ik SEN 2T T

de donde

¥ h'-""""'-\.\

~*a

Luego la ecuacién de la tercera derivada es

3 2
1 6_2 :_47:1;/!6
sx° T
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Integrando una segunda vez resulta

5%z 4q77M3
El — = — x+ B
sx* T?
2 412N
Peroparax=Hesaz=OluegoB=——H
§x T2
L. 8%z 4niMs
y por tanto E 1 — = ——— {H—x)
§x° T?
Integrando nuevamente
L, bz IntMB :
El L = —— (H—x)® >
i T (H—x)* + C
6z 2niMs
Pero para x =0 es — =0, luego . = — 2
6x 1
bz 2ntMs .
con Jo cual LI o —TT(ZI"HX**X )
Integrando una Gltima vez:
~ LY ] ) x3
LTz = 5 Hx*— — 4+ D
T | 7

Si en la ecuacidn anterior se pone la condicién para x =0, = = 0, lo que ex-

presaria que no hay sismo, la ecuacion representard la vibracion libre e la preza.
Se tiene entonces DD = 0 y por tanto

.. 2n*M B ,  x*
t,Ez=—T, Hx®~- BJ

y haciendo aqui x = H se debe tener z =§. Luego

. 4 m2MHS
El=5 77"

T2
i

ecuacion que da e! periodo de vibracién propia:

ATES
= 2 /
TEeE ] TE

T

Poniendo 1a condicion que para x = 0 es z = A, se ohtiene B =11
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211:9M§[ ,  x*
X

Luego EIZ=EI/_\+_TT EX

Haciendo aqui x = H se debe tener z =& luego

. AniMEHS3
Els=EI/N4 3T
LT A
de donde 5= PETIVERER

Bl
con lo cual la ecuacidn de la elastica queda

2n2M (szf %j
TzEI——jur wIMH3 \

(17)

Nétese que para T = ¢ resulta z = in{inito, o0 sea que habiendo resonancia,
la deformacion de la pieza crece indefinidamente.
Derivando la ecuacién (1) se encuentra

b 5z 2N ;
= T (2Hx—
A ox | TREl—iwnpgs YRR

1 %z 47* M Her): | 8%z _ 4 w2 M

O s TIEI— ¢ mAvHS VAN TeE | —2 w2 e

LEntonces el momento de flexidn valdra

3%z 472 MET A

m=El = T T g HoY (13)

1 mayor momento ocurrird siempre en el empotramiento y valdra
o METAH
m = e . T T oty
max —, TJEI_éﬂ2MHJ
Ei esfuerzo de corte es constante v vale

FoEl 5z o 4nME] A (19)
- Bx® T TYEI—4m*MH?

[=>]

Si se asimilase la solicitacién al de una pieza sometida a una fuerza horizon-
tal extrema de valor P =M g’, el momento méaximo valdria
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Mmay = PH=Mg'H

472N
Pero g'= _%—
) 4n2M AH
Luego seria M omax = BT
El verdadero valor es
4*MELI AH 4m*MAH
Mmax ="PAF %2 MH* ~ T—4n MH?®

SEI
lo que muestra que la solicitacién efectiva es siempre mayor,

Caso 3.—-Dos muros iguales reunidos supericrmente por un piso rigido, supo-
nignde ademds perfecto el empotramiento entre el piso v las muros.

Si el piso tiene ura masa 2 M y
fos muros son iguales, es natural que
sobre cada uno de ellos obre la masa M, o

supuesto ademéas que la distancia entre
los dos muros es suficientemente peque-
fia para que pueda considerarse que hay 5 :f

concordancia de fase entre los dos sis-
mos que atacan simultaneamente ios dos
MUros.

Las ecuaciones que resuelven el pro- H !
blerna son las (€). (8) y (9), pero ahora
las constantes A, B, I D, deben satis-
facer las siguientes condiciones:

F4
4 x = =y =— =0 lues i :
Para x =0es 2 Y e 0. luego BTN P77 ITT 77 P77 7727777077727 70 3 7 77
A+B4+C=n4 (20) ‘ ‘
A—B+D=0 (21) . S

z
Para x = H, es 5~ = 0 puesto que el piso es rigido y hay empotramiento per-

fecto entre &l v el muro. Luego
AeRH_Be—RH_Cgeen RH+DcosRH=10 (22)

Por ultimo, para x = H se debe tener

. 83z

x=H_ T: (Z)X=H
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O sca
EIR? (AeRMl . Be—RH £ Csen RH—DeosRH)
4w2M
=77 (LeBH L BeRH 4 Ceos RIH4+Dsen RHY =0
Pero
s RE
EIT: " puw
con Jo cual
! M . M \
AeR 1+ MR BCQRH( 1 +f—Rf]-}— C (sen RH+ MR cosRH
;L Fw pw (0] ;
—D {cos RH— 1\:5\ senRH} (23)
/

que es la cuarta ecuacién de condicidn entre A, B, C, D.

Ejemplo numérico-~Sean dos ruros igusles de concreto, espesor e = 0,50,
altura H = 5 m. (como en e¢jemplo de pagina 6) unides superiormente por un piso
tigido cuya masa M (correspondiente a l‘/2 de la luz entre los muros) valga

1200

o
L=1

M =

Calculemos el termino

MR _ MgR — 028

pw pgw

Las ecuaciones (20) a (23) entre las constantes conducen con esto 4 los va-

lores
A 00166
7
B pooss
A
€ - 90124
A
D _ o703
A
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! 2 37 2

* Z/Lf\' ; ‘:xi' /Re A i & X3 /Rs ’_f:\
0,0 1,000 1,025 —1,058
0t H 1,009 0,761 —1,819
0,2 H 1031 0,515 —1,674
03 H 1,069 0,291 —1.530
04 H 1.108 0,088 —1,376
0.5 M 1150 —0.094 1,220
0,6 H 1,102 1 —0,252 1,057
0,7 H 1,224 ! —0,390 —0,883
0,8 H 1,254 | 0,500 : —0,713
09 H 1,270 : —0,586 ‘ —-0,536

H 1,278 } 0,652 —0,358

En la hHgura 4, de acuerdo con esta tabla, se han dibujado la eléstica, la
curva de momento v la curva de esfuerzos de corte correspondientes a este caso,
que es interesante comparar con el de pégina 6.

Si se comparan los valores de esta tabla con los correspondientes al muro libre
en el extremo superior, (pZg. 7), se ve que los esfuerzos de corte son ahora ma-
yores en todas las secciones de la pieza. En cambic: los momentos son ahora me-
nores practicamente en la mitad inferior de la pieza; en la mitad superior son
mayores.





